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INTRODUCCION 
A LA EDICION ESPAÑOLA 


El presente libro de problemas es la traducción de la 
segunda edición de nuestro libro “Problemas de ecuaciones 
diferenciales ordinarias”. Está destinado fundamental- 
mente para los estudiantes de los centros superiores de 
enseñanza técnica y abarca casi todas las secciones del 
curso de ecuaciones diferenciales para los centros superio- 
res indicados. 

El libro contiene 1000 problemas que se deben resolver 
individualmente. 

А! comienzo de cada apartado se da una exposición 
breve de las nociones fundamentales y se resuelven unos 
ejemplos típicos. 

Se presta atención fundamental a aquellas cuestiones 
que no están aclaradas con suficiente detalle en los cursos 
existentes y que, como muestra la experiencia, son difíciles 
para los estudiantes. Por ejemplo, se expone muy detalla- 
damente el método de las isoclinas para las ecuaciones de 
primero y segundo órdenes, la aplicación de las series а 
la resolución de las ecuaciones diferenciales, las soluciones 
singulares, algunos problemas de estabilidad, etc. 

A los autores nos causa gran satisfacción el hecho de 
que nuestro libro se traduzca al castellano y quedaríamos 
muy contentos si encontrase una buena acogida. 


A. Kiseliov 
M. Krasnov 
G. Makarenko 


$ 1. CONCEPTOS 
FUNDAMENTALES 


Se Ната ecuación diferencial una ecuación que liga la 
variable independiente x, la función incógnita y = y(x) 
q, sus derivadas И. Y”, ~, y0, es decir, una ecuación de 
a 


forma 
Р(х, у Y... у") =0. 


En otras palabras, зе llama ecuación diferencial una ecua- 
ción en la que figura la derivada o diferencial de la 
función incógnita 

Si la función incógnita y = y(x) depende de una sol 
variable independiente x, la ecuación diferencial se llama 
ordinaria. 
Por ejemplo: 


ки, DS y! exe cosx, 
3) (44 y) dx + (x + y dy — 0. 


El orden de una ecuación diferencial es el de la deri- 
vada de mayor orden que figura en la ecuación. Por 
ejemplo: la ecuación diferencial y” + ху == е" es de primer 
orden; la ecuación diferencial y^ + р(х) = 0, donde р(х) 
es una función dada, es de 2 orden; la ecuación diferen» 
сјај ИХ — xy” = x^, es de 9" orden. 

Se llama solución de la ecuación diferencial una fun- 
ción y = ф(х). delerminada en el intervalo (а, b) junto 
con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive, tal 

jue al hacer la sustitución y = q(x) en la ecuación di- 
lerencial, ésta, se convierte en una identidad con respecto 
a x en el intervalo (a, b). 

Por ejemplo, la función y = sen x + cos х es solución de 
la ecuación y” + y = 0. En efecto, derivando dos veces 
esta función, se liene: 


Y == 0055 — зепх, y” = — seu x — cos x. 


Sustituyendo en la ecuación diferencial y” e y por sus 
expresiones, resulta la identidad: 


— sen x — cos x + sen x + cos x zx 0. 


La gráfica de una solución de la ecuación diferencial 
se denomina curva integral de la ecuación. 
La forma general de una ecuación de primer orden es. 


Р(х, y, y!) —0. a) 
Si en la ecuación (1) es posible despejar y’, resulta 
y =} (x, 9) (2 


que representa una ecuación de primer orden, resuelta con 
respecto a la derivada. 


Teorema de existencia y unicidad. 

Sea dada una ecuación diferencial у’ = f(x, y), donde 
la función f(x, y) está definida en un recinto D del plano 
XOY que contiene el punto 
(хо, yo). Si la función f(x, y) 
satisface a las condiciones: 

a) f(x, y) es una función 
continua de dos variables x e 
y, en el recinto D; 

b) f(x, y) admite derivada 
parcial JL, continua con res- 


pecto de x e y en el recinto D, 
entonces, existe una, y sólo una, 
solución y = ф(х) de la ecua- 
Fig. 1 ción dada que salisface a la 
condición y |. = Yo- 
La condición y |, „== yo se llama condición inicial. 

El problema de la búsqueda de la solución de la ecua- 
ción y’ = f(x, y) que satisface a la condición inicial 
Жш, m Му leva el nombre de Cauchy. 

Geométricamente esto significa que se busca la curva 
integral que pasa por el punto dado Mo(xo, Yo) del plano 
XOY (fig. 1). 

EI teorema expresa las condiciones suficientes para la 
existencia de solución única del problema de Cauchy para 
la ecuación y = f(x, y), pero estas condiciones no son 
necesarias. Precisamente, puede existir una solución única 


10 


de la ecuación y — [(x, y) que satisface a la condi 
У. = бо а pesar de que en el punto (xo, Yo) по se 


cumpla la condición а) о la condición b), o estas dos con- 
diciones simultáneamente. 


Ejemplo 1. Р 
v=% 
Aui Ре у m =$ 


En los puntos (хь, 0) del eje OX по se cumplen las 
condiciones a) y b) (la función f(x, y) y su derivada par- 


СА 


cial ЕЯ son discontinuas en el eje ОХ), mas, рог cada 


punto del eje ОХ раза una sola curva integral у= 
УЗ = xj. (fig. 2). 


Ejemplo 2. 


уху же. 
El segundo miembro de la ecuación f(x, y) = xy + e y 
su derivada parcial Emir son continuas con res- 


pecto а x e y en todos los puntos del plano ХОУ. En virtud 
del teorema de existencia y unicidad, el recinto en el que 
la ecuación dada tiene solución única es todo el plano 


Ejemplo 3. Р 
v=3VF. 


El segundo miembro de la ecuación f(x, y) = УЙ 
es una función definida y continua en todos los puntos del 


a 
Г 
nita para у = 0, о sea, en сї eje ОХ. de modo que para 
=0 se infringe la condición Ь) del teorema de existen- 
cia y unicidad Por consiguiente, es posible que no haya 
unicidad en los puntos del eje OX. Fácilmente se com- 
prueba que la función y = 220° es solución de la ecua- 
я ción considerada, Además, 
la ecuación tiene la solución 
evidente y 20. Así, pues, 
рог cada рит del eje ОХ 
pasan al menos dos curvas 
integrales y, por consiguien- 
(е, en los puntos de este eje, 
verdaderamente, queda in- 
fringida la unicidad (fig. 3). 
on también líncas in- 
legrales las formadas por tro- 
zos de las parábolas cúbicas 
y= EE y los segmentos deleje OX; por ejemplo, las 
líneas АВОС,, АВВ:Сь, АзВ,х, elc. De este modo, por ca- 
da punto del eje OX pasan infinitas líneas integrales. 
Aplicando el teorema de existencia y unicidad señalar 
en los problemas que siguen los recintos en los quo las 
ecuaciones dadas admiten solución única. 


L yet 


plano XOY. La derivada parcial se hace infi- 


3. 
ври de 
ГЕИ 8. y'= sen y — cos x 
9. =! — ctg y. 10. у = Уз у — 


Se llama solución general de la ecuación diferencial 
(2) una función 


у=к С), [7] 


que depende de una constante arbitraria C y que cumple 
las condiciones: 

1) ésta satisface a la ecuación (2) para cualesquiera 
valores de la constante C; 
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2) cualquiera que sea la condición inicial 
ии =) ө 


siempre se puede asignar un valor Со а la constante С 
tal, que la función y => ф(х, Co) satisíaga a la condición 
inicial (4) dada Se supone que el punto (xo, yo) pertenece 
al recinto en el que se cumplen las condiciones de existen- 
cia y unicidad de la solución. 

e llama solución particular de la ecuación diferencial 
(2) a la que se obtiene de la solución general (3) 
gnado cualquier valor determinado a la constante arbitra- 
ría 


Ejemplo 1. Comprobar que la función y — x + C es la 
solución general de la ecuación diferencial y’ == 1 y hallar 
la solución particular que satisface a la condición inicial 
Ио == 0. Interpretar geométricamente el resultado. 

Solución. La función y = х + С satisíace а la 
ecuación dada para cualesquiera valores de la constante 
arbitraria C. En efecto, 

ису =1. 

Consideremos una condición inicial arbitraria y |,..., = 
rais; Poniendo x = xo, y = Yo en la igualdad y => 2 C, 
hallamos que С = Yo — xo. Poniendo este valor де C en la 
función dada, se tiene: у = 
= x + Yo — xo. Esta función 
satisface a la condición ini- 
cial dada; en efecto, poniendo 
xemxo resulta y== Xo + yo — 
—ж = Yo. Asi, pues, hemos 
demosirado que la función 
y = x + C es la solución ge- 
neral de la ecuación dada. 

En particular, poniendo 
Хо = 0, Yo ), obtenemos la 
solución particular у == x. 

La solución general де la ecuación considerada, o sea, 
Та función y = x + C, determina en el plano ХОУ una fa- 
milia de rectas paralelas de coeficiente angular k = 
Por cada punto Mo(xo, yo) del plano ХОУ pasa la única 
curva integral: y = x+ yo— хо La solución particular 
y = х determina una de las curvas integrales, a saber, la 
recta que pasa por cl origen de coordenadas (fig. 4). 


1з 


Ejemplo 2. Comprobar que la función y = Ce es la 
solución general de la ecuación у’— y = 0 y hallar la 
solución particular que salisace а la condición inicial 
Yin em — 

Solución. Se tiene y = Сех, y = Се“, Poniendo en 
la ecuación dada las expresiones de y e 4, resulta, 
Сет — Се“ w 0, o sea, la función y == Се“ satisface а la 
ecuación considerada para cualesquiera valores de la con- 
stante С. 

Asignemos una condición inicial arbitraria y |, .. = 00. 
Sustituyendo en la función y=Ce", x e y por Xo Yo 
se Пепе уо Сеч, de donde C= уи. La función у= 
= yes" satisface a la condición inicial. En efecto, po- 

niendo xx, resulta y= уе tte 
= y La función у = Сех es la 
solución general de la ecuación 
dada. 

Para хо == 1, уз == —1, obtene- 
mos la solución particula 

y=- e, 

Geomélricamente, la solución 
general delermina una familia de 
curvas integrales que representan 
las gráficas de funciones exponen- 
ciales; la solución particular es 

Fig. 5 la curva integral que pasa рог el 
punto МН (ig. 5). 
Verificar, en los ejercicios que se dan a continuación, 
ue las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones 
iferenciales indicadas: 


зепх 
x 


п.у= ху ym cosa. 


12. ym Cet ре. 
у +99 e 

13. y524-C VIFF, 
(1— 3) y + xy — 2x. 


м. yax VIZ £, 


y =x-20. 
4 


15. речення, xy =y tg Ing. 


16. уе еб Cer, у yet, 
à 


17. y=x Lal, rm gp rsen 
ё 


в, у= х([ а). In 


AN o. 
„= x+yy=0. 
m 
20. PEG: Пху yt m0. 
m м 
Le }. y= ху =0. 
ET 
£- 
=. кае! БЕСИН тетш 
x=int+sen! ) > ‚ 
AA Я" епу. 


x= + arcsent 
итп |. *= + arcsen y. 


25. 


аи 

"у PH ne | у ње 
Verificar que las functiones dadas son las soluciones 

generales de las ecuaciones diferenciales indicadas: 


‚ y—tgx-y=0 


c 
e 


O A 
28. y=In(C+e) yero. 


29.y=VE=Cx, (+) dx — 3xy dy —0. 
30. y=x(C— in| xi), (x— йк + xdy 0. 


31. x — дебе, 


xila 
32. x=yinCy, gc) p. 


La relación Ф(х, y, C)=0, que de forma implicita de- 
termina la solución general, se llama integral general de 
la ecuación diferencial de primer orden. 

La relación que se obtiene cn la integral general al 
atribuir a la constante C un valor determinado, se llama 
integral particular de la ecuación diferencial. 

El problema de resolución o de integración de una 
ecuación diferencial consiste en hallar la solución general 
o la integral general de la ecuación diferencial conside- 
rada. Si, además, se ha dado alguna condición inicial, se 


EJ 


pide también hallar la solución particular o la integral 

particular que satisface a la condición inicial considerada, 

Como geometricamente las coordenadas x e y son equi- 

potentes, además de la ceuación LL —[(x, y) se con- 
1 


7 
siderará también la ecuación {$ = ту 
Comprobar si las relaciones dadas 'son integrales de 
las ecuaciones diferenciales indicadas o no lo son (C = 
= сопзі. 
33. e —Cy— M, ху ie. 
м. +. dyt рах. 
35. х3— 401 +21 — (3 ==0, 
(3х2 — 8xy + 2у) dx — (42? — 4x4 +31) dy = 
36. у + 20х = С, gu xy у +1 
37. arctg # — n(c VFF y) 0, 
(к) dx — (x — y) dy —0. 


38. xe y | вп, уху + y’ sen ай. 
D 


39. х | S ate im, 
$ 


xy! + xIn y =xsenx+ yIn y. 
в 


$ 2. METODO DE ISOCLINAS 


La ecuación 
у На) (0 


determina en cada punto (х, y) donde existe la función 
f(x, y), el valor de y”, o sea, el coeficiente angular de la 
tangente a la curva integral en este punto. 

| en cada punto del recinto D sc ha dado el valor de 
alguna magnitud, se dice que en el recinto D está definido 
el campo de esta magnitud 

Por lo lanto, la ecuación diferencial (1) determina un 
campo de direcciones. 

La terna de números (x, y, y’) determina la dirección 
de una recta que pasa por el punto (x, y). El conjunto de 
los segmentos de estas rectas es la representación geo- 
métrica del campo de direcciones. 

El problema de integración de la ecuación diferencial 
(1) se puede interpretar así: hay que hallar una curva 
cuya tangente en cada punto tenga la misma dirección 
que el campo en este punto, 

Frecuentemente, el problema de la construcción de las 
curvas integrales se resuelve introduciendo las isoclinas. 
Se llama isoclina el lugar geométrico de puntos en los que 
las tangentes a las curvas integrales consideradas tienen 
una misma dirección, La familia de las isoclinas de la 
ecuación diferencial (1) se determina por la ecuación 


ху = 6, (2) 


donde # es un parámetro. Dando al parámetro № valores 
numéricos próximos dibujamos шпа red bastante compacta 
de isoclinas, sirviéndose de las cuales se pueden trazar 
aproximadamente las curvas integrales de la ecuación di- 
ferencial (1). 

Observación 1. La isoclina nula f(x, y)=0 pro- 
porciona las lineas en las que pueden estar situados los 
puntos de máximo y de minimo de las curvas integrales. 
Al trazar las curvas integrales, para mayor exactitud, 
hallan también el lugar geométrico de los puntos de in- 


Em п 


flexión. Para esto se halla y” de la ecuación (1): 


ий 
== tegi С] 
y se iguala а cero. La línea determinada por la ecuación 


Erro д о a) 


es, precisamente, el lugar geométrico de los puntos de in- 
flexión, si éstos existen 


Ejemplo 1. Sirviéndose de las isoclinas, trazar aproxi- 
madamente las curvas integrales de la ecuación diferen- 
cial y = 2x — y. 

Solución. Para obtener las ecuaciones de las iso- 
clinas, ponemos y’ == & (k == const). Se tiene: 


2x—y=k, o bien, y=2x— k. 


Las isoclinas son rectas paralelas. Para k = 0 se ob- 
tiene la isoclina y = 2x. Esla recta divide el plano XOY 
en dos partes, en cada una 
de las cuales la derivada y” 
tiene un mismo signo (fig. 6). 

Las curvas integrales, 

á соп la recla y == 
п de la región de 
decrecimiento de la función y 
a la región de crecimiento de 
la misma y viceversa, Por lo 
lanto, en csta recla se en- 
cuentran los puntos extrema- 
les de las curvas integrales, 
los puntos de mínimo. 

msideremos otras dos 
iscclinas: 


ke —l, yum 2x +1 


k=l, y=2x-1. 

Las tangentes, trazadas a 
las curvas integrales en los 
puntos de intersección con las isoclinas & = — | y # = | 
Їогтап con el eje OX ángulos de 135° y 45°, respectiva 
mente. Hallemos ahora la segunda derivada: у“ = 
оу. 
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La recta y == 2x — 2, en la que y” = 0, es la isoclina 
que se obliene para # = 2, y а la vez es una curva inte- 
gral, de lo que puede uno convencerse sustituyendo en la 
ecuación. Como el segundo miembro de la ecuación consi- 
derada f(x, y) — 2x — y, satisface a las condiciones del 
teorema de existencia y unicidad en lodo el plano XOY, 
las demás curvas integrales no se cortan con esta isoclina. 
La isoclina y == 2x, en la que se encuentran los puntos 
mínimos de las curvas integrales, está situada sobre la 
isoclina y ==2x — 2, por lo cual, las curvas integrales que 
pasan por debajo de la isoclina y = 2x — 2 по tienen 
puntos extremales. 

La recta y = 2x — 2 divide el plano ХОУ en dos par- 
les, en una de las cuales (la que está situada sobre la 
recla) у" > 0, y por lo tanto, las curvas integrales tienen 
SIDE hacia arriba sus concavidades, y en la otra, 

^ < 0, y por consiguiente, las curvas integrales tienen 
Sus concividades dirigidas hacia abajo. Como las curvas 
integrales no se cortan con la recta y — 2x — 2, ésta no 
es el lugar geométrico de los puntos de inflexión, Las 
curvas integrales de la ecuación dada no tienen puntas de 
inflexión. 

La investigación realizada nos permite trazar aproxi- 
madamente la familia de las curvas integrales de la ecua- 
ción (fig. 6). 


Ejemplo 2. Trazar, aproximadamente, las curvas in- 
tegrales de la ecuación diferencial y == sen(x + y), cm- 
pleando el método de isoclinas. 

Solución. Poniendo y = f, donde k= const, se 
obtiene la ecuación de las isoclinas sen(x + y) = k, sien- 
do —1 << |. Para k = 0, se tiene sen(x + y) == 0, de 
donde 


у хла (n=0, +), 22, ...) (0 

Las langenles а las curvas integrales en sus puntos 
de intersección con estas isoclinas. son horizontales. De- 
terminemos si las curvas integrales tienen extremos rela- 
tivos en las isoclinas y == —х + ли, y cuáles son: máxi- 
mos o minimos. Para esto, hallamos la derivada segunda 


y 1 + y) cos (x + у) == [1 + sen (x + y) cos (x + y) 
> 19 


Рага у == —х + an, o sea, si x + y = лп, se tiene: 
y” == (1 + sen лл) соз an = cos an =(—1)" 


Si n es par, resulta, y” > 0, у por consiguiente, las curvas 
integrales tienen mínimos relativos en los puntos de in- 
lersección con las isociinas y = —х + an, donde n = 0, 
+2, +4, ...; зї п es impar, resulta, y” < 0, у las curvas 
integrales tienen máximos relativos en los puntos de in- 
tersección con las isoclinas y == — + лл, donde п = 
= +l, =3,.... 

Hallemos ahora las isoclinas: 


k=-1, sen(x+u)=— 


у=—х— +? (2) 


=l, sen (x + y) = 1; y=-x1+3 +n (3) 
) 


Las isoclinas son rectas paralelas con el coeficiente 
angular igual a —1, o sea, que se cortan con el eje OX 
formando con éste un ángulo de 135°, Fácilmente se com- 


prueba que las isoclinas y=—x= i + глл (n 0s, 


+1, ...) son curvas integrales de la ecuación diferencial 
considerada (para esto, es suficiente poner la función 
y=— x — р + 2an en la ecuación (1). 

El segundo miembro de la ecuación dada, o sea, la 
función Р(х, y) = sen(x + y), satisface а las condiciones 
del teorema de existencia y unicidad en todos los puntos 
del plano XOY, por esto, las curvas integrales по se cor- 
tan y por ende, по se cortan con las isoclinas у= — х— 
— 5 + 28а, Por otra parte, la derivada y” se anula si 
I + зеп(х + у) = 0, o sea, en las isoclinas (2), y si 
cos(x + У) == 0, o sea, en las isoclinas (2) y (3) АГ pasar 
(de izquierda a derecha) por las isoclinas (3), y” cambia 
el signo de más a menos, Por ejemplo, si se considera la 
“franja” comprendida entre las isoclinas y == —х e y = 
= x a, resulta que en la isoclina y=—x + se 
tiene y” = 0; bajo la isoclina, y” > 0, o sea, la concavi- 
dad de las curvas integrales está dirigida hacia arriba, 
y sobre la isoclina, y” < 0, o sea, la concavidad de las 
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(п=0, +1, =2,. 


curvas integrales está dirigida hacía abajo. Por lo tanto, 
las isoclinas (3) representan el lugar geométrico de los 
puntos de inflexión de las curvas integrales. Los datos 
obtenidos permiten trazar aproximadamente la familia de 


— 
gt РОТА ect da poja 


Fig. 7 


las curvas integrales de la ecuación dada, Para mayor 
exactitud, se deben trazar también unas cuantas isoclinas 
(tig. 7). 


Ejemplo 3. Aplicando el método de las isoclinas, tra- 
zar las curvas integrales de la ecuación у = у — x? 
+2-2. 

Solución, Pongamos y'= k(k == const). La ecua- 
ción de las isoclinas es: 


y—*4+2x—2ek, о Меп, y= x? — 2x 43 +k. 


Las isoclinas son parábolas con el eje vertical de si- 
metria x == 1. Entre las isoclinas no hay curvas integra- 
les. En efecto, poniendo en la ecuación dada у= 
же +k, у = 2—2, se tiene, 2—2= 
=x ОА 2 — 2, о bien, 2r—2— k. 

Pero, cualquiera que sea el valor de k, esta igualdad 
no puede verificarse idénticamente con respecto a x. 

еа k == 0, En este caso, las curvas integrales tienen 
tangentes horizontales en los puntos de intersección con 
la isoclina y = х? — 2х + 2. La isoclina k == 0, o sea, la 
parábola у == x! — 2x + 2, divide el plano ХОУ en dos 
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partes: en una de ellas y’ < 0 (las soluciones decrecen), 
mientras que en la otra у' >> 0 (las soluciones crecen). 
Como esta isoclina no es una curva á 
situados los puntos de extremo relalivo de las curvas in- 
legrales: los puntos de minimo se encuentran en la parte 
della parábola y = x? — 2x + 2, en que x < 1, у los pun- 
tos de máximo, en la otra parte de la misma, en que x > 1, 
La curva inlegral que pasa por el punto (1, 1), o sea, por 
el vértice de la parábola у = x? — 2x + 2, по tiene ex- 
tremo relativo en este punto. 
Los coeficientes angulares de 
las tangentes a las curvas 
integrales en los puntos de 
las isodinas k=1, y= 
= #—?х-+Е3, у = 1, 
у=22 — 2x + Ї, son iguales 
a 1 y —l, respectivamente. 
Para averiguar las direc- 
ciones de las concavidades 
de las curvas integrales, 
hallemos la derivada segun- 
da. Se tiene, 


T2x-2—2x +2 


Ема se anula solamente 

Fig. s en los puntos situados en la 

parábola y = xi. Las curvas 

integrales tienen sus conca- 

vidades dirigidas hacia abajo (y^ < 0) en los puntos del 

plano XOY cuyas coordenadas satisíacen a la condición 

y<, y sus concavidades dirigidas hacia arriba (0720), 

en los puntos, donde y > ха. Los puntos de intersección 

de las curvas integrales con la parábola у == xê, son los 

puntos de inflexión de éstas. Asi, pues, la parábola y = х? 

es el lugar geométrico de los puntos de inflexión de las 
curvas, integrales. 

El segundo miembró de la ecuación inicial f(x, у) = 
== y — X + 2x — 2 satisface a las condiciones del teo- 
rema de existencia y unicidad en todos los puntos del 
plano XOY, por lo cual, por cada punto del plano pasa 
una sola curva integral de la ecuación. 
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Aplicando los resultados obtenidos, trazamos aproxi- 
madamente la familia de las curvas integrales de la ecua- 
ción dada (fig. 8). 

Observación 2 Los puntos de intersección de 
dos o más isoclinas pueden ser puntos singulares de la 
ecuación diferencial (1) (o sea, puntos en los que el se- 
gundo miembro de la ecuación (1) no está definido). 


Examinemos la ecuación y'=2. La familia de las 


isoclinas se determina рог la ecuación Æ =k, Esta re- 
presenta una familia de rectas que pasan por el origen de 
coordenadas, de modo que en este punto se corlan las 
isoclinas que corresponden a diversas pendientes de las 
tangentes a las curvas integrales. Fácilmente se observa 
que la solución general de la ecuación dada es de la forma 
y = Cx y que el punto (0, 0) es un punto singular de 
ecuación diferencial. En esle caso, las isoclinas Son curvas 
integrales de la ecuación (fig. 9). 


Ejemplo 4. Aplicando el método de las isoclinas, tra 
zar las curvas integrales de la ecuación 


dy gx 
hr 
Solución. Poniendo y’ = k(k = const), obtenemos 
la ecuación de la familia de las isoclinas 
iia 
rt 
Por lo tanto, las isoclinzs son rectas que pasan por el 
origen de coordenadas O (0, 0). 
ага k == —1, obtenemos la isoclina y 
рага k = 0, la isoclina y = х; para # = 
x = 0 (el eje OY). 
Examinando la ecuación “invertida” 


tnit 
ae 


0 (el + OX); 
isoclina 


hallamos la isoclina y == — x, en todos los pu 

cual, las curvas integrales tienen tangentes verticales. 
Todas las isoclinas de la ecuación considerada se cor- 

tan en el punto (0,0) (punto singular de la ecuación). 
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Sirviéndose de las isoclinas obtenidas trazamos las 


curvas integrales (fig. 10). 


Fig. 9 


Fig. 10 


Aplicando el método de las isoclinas, trazar las curvas 
integrales de las ecuaciones diferenciales siguientes: 


40. y =x+1 

41. уху 

42. у=у—х 

аз. у = 60-203) 
44. ye (y — MY 
45. y =(y—1)x 
46. y mna 

47. y =cos(x—y) 
48. уу x 

49. y/— à 2x— y 
50. у'== yi 


E 
51. = 
52. у ху 
53. у =2=— у 
54. у =] —х 


55, y =2-y 
56. y = (0 — N(1—x) 
57. y'= sen (y — 2х) 


58. у = оу 
59. y у — х? + 2х 


60. y? 


61. y=- 
62. у = 
63. y=} 
64. y =y 
65. y'= ў 

1 
66. y => 
67. y =l + 
68. =x 


$ 3. METODO DE EULER 


Con este método se puede hallar en el segmento [xo, b] 
la solución aproximada de la ecuación y' = f(x, y) que 
satisface а la condición inicial |. = уо. 

El método de Euler consiste en sustituir por una que- 
brada de segmentos rectos la curva integral buscada de 
la ecuación diferencial que pasa por el punto Mo(xo, yo). 

Dividamos el segmento (xo, 6] en n partes (no necesa: 
riamente iguales) por los puntos до < м <: <... < 
ха =b. 

Тасетов, por el punto inicial Me(x yo) de la curva 
integral, una recta MoM de coeficiente angular f(x yo), 
hasta el punto А (я, у) de intersección con la recta 
х == ху. La ordenada del punto М, se determina por la 
fórmula 


и =» + (хь yo) (а — Хо). 


Tracemos por el punto Ми (м, y) una recta М.М, de 
coeficiente angular / (ху, yı) hasta el punto Ma(xa, уз) de 
intersección con la recta x — хз. La ordenada del punto 
М; se determina por la fórmula 


som y + FG и) (па — x). 


De modo análogo se determina el punto Мз (xs, уз), elc. 
La ordenada del punto М, (хь, yn) se determina por la 
fórmula 


Мати Fx is Yami) (Xa — ха). 


Los valores aproximados de la solución de la ecuación 
dada en los puntos xi, ха, .... ха SOM: И, Ya +, Yn. 

Haciendo la construcción correspondiente se obtiene 
una quebrada, denominada quebrada de Euler, que repre- 
senta aproximadamente la curva integral que pasa por el 
punto Mo(xs, go) (fig. M). 

Generalmente, para facilitar los cálculos y las acota- 
ciónes se divide el segmento [xo, Б) en partes iguales y se 
hace la notación # = x, — жу. La magnitud A se Пата 
intervalo de variación del argumento. 
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Se puede demostrar que, cumpliéndose ciertas condicio- 
mes respecto de la iunción f(x, y), para A — 0 la solución 
aproximada proporciona la solución exacta de la ecuación 
dada que satisface a la con- 
¡ón inicial y l. = Yo: 


Ejemplo, Aplicando el 
método de las quebradas 
de Euler, hallar en el seg- 
mento [0, 1] la solución 
aproximada de la ecuación 
2x — y que salisíace 
a la condición ylxmo = 
= — 1. Dividir el segmen- 
to [0, 1] en 10 partes igua- 
Реп les y comparar los valores 
de la solución aproximada 
en los puntos de división con los valores respectivos de la 
solución exacta у = 2x — 2 + e*. 
Solución. Los valores de las ordenadas y, en los 
puntos Ма (ха, ya) se calculan por la fórmula 


W= Y + (a. 1) Ga — хан) 
(k= 1,2,3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10). 
En este caso, f (xai, И 


1) == 253-1 — Ya- y las diferen- 
Clas, ду Xo = ху — X, Хо — Xy == h = 0,1, pues- 
to que se ha dividido el segmento (0, 1] en 10 partes 
Aulos ys м енә: Mam Yra + (2хь-1- yai) 0,1, 


Бовчетњем-о 


e 
$ 


Los resultados de los cólculos se escriben en una tabla, 
en cuya última columna se señalan los valores de la so- 
lución exacta y == 2(x — 1) + e”* en los puntos de división 
del segmento [0, 1]. 

Obsérvese que el método de Euler no es de gran preci- 
sión, a pesar de que, a veces, se obtiene una exactitud 
satisfactoria. Por ejemplo, para x == 0,5 el error absoluto 
del valor de la solución aproximada es: 


А =| — 0,4095 + 0,3935 |= 0,0160; 


el valor del error relativo es: 


0.0160 “ 
amy = 0.039 = 4%. 


Aplicando el método de Euler y empleando la regla de 
cálculo, resolver los problemas siguientes: 

Hallar para x == 1 el valor de la solución de la 
ecuación y’ == ху + 2 correspondiente a la condición ini- 
cial yl, =0 (A =0, 2). 

70. Trazar, aproximadamente, en el segmento [1, 3), la 
curva integral de la ecuación y’ == x + y que pasa por el 
punto M (1,2) y calcular y (3) (л = 0,2). 

Para las ecuaciones que siguen, formar una labla de 
los valores de la solución que satisface a la condición 
inicial dada en el segmento indicado: 


п.р, uml, [1,4] (4=05). 


72. уч үл, s@=1, [01] но). 
73. y/ о s y(0)=0, [0,1]  (4=0,1). 
74. =] +, 000)=0, [0,1] (4=0,1). 
75. =P, vOs, 0.1, (00,0). 
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$ 4. METODO 
DE APROXIMACIONES 
SUCESIVAS 


Supongamos que se pide hallar la solución y == y(x) 
de la ecuación diferencial 


y'=} (x, y. (1 
que satisface a la condición inicial 
Mie. =» (2) 


Supondremos que en cierto rectángulo 
Díix—x [<a ly—4!<0) 


con centro en el punto (Xo, Yo), para la ecuación (1), se 
cumplen las condiciones а) у b) del teorema de existencia 

unicidad de la solución del problema (1)—(2) (véase 
а pág. 10). 

La solución del problema (1)— (2) se puede hallar рог 
el método de aproximaciones sucesivas que consiste en lo 
siguiente: 

Se forma una sucesión de funciones (y,(x)), deter- 
minadas por las relaciones reiteradas 


ga ym + [Fl gr (014, (а=1,2,...). (8) 
^ 


Por aproximación пша yo(x) se puede tomar cualquier 
función que sea continua en un entorno del punto x == xy; 
en particular, yo(x) = Yo. donde y, es el valor inicial de 
Cauchy (2), En virtud de las hipótesis que se hacen con 
respecto a la ecuación (1), las aproximaciones sucesivas 
{yn (X)) convergen hacia la soliitión exacta de la ecuación 
(1) que satisíace a la condición (2) en cierto intervalo 
xo—h<x< xo + h, donde 


h=min(a, +), 


Me max |/(х, У) | 
киер 


(4) 


La cota del error cometido al sustituir la solución exacta 
y(x) por la aproximación n-ésima y(x) es: 


Пир) — s, Gc ENT. ge © 


donde 3 
= 2 
Mola 
Por el método de las aproximaciones sucesivas hay que 
detenerse en una л de modo que |Yn+— ya] no supere 
al error permitido. 
Ejemplo. Empleando el método de las aproximaciones 
sucesivas, hallar la solución aproximada de la ecuación 


v=e+8, 
que satisface a la condición inicial y] xo = 0 en el rectán- 
guo —1 < x«l —1 << |. 
Solución. Se tiene m3 y)|— x + у < 2, о sea, 
M = 2. Tomamos por A el menor de los números a= 1 


= o sea, вт. Según (4), Це вы 
sucesivas convergen en el intervalo — 5 < x < т. Estas 
son: 


ш(х) = 0; 


nos [а= Ss 
à 


s [jes toan f (o Ja 8: 
i i 

њо Пение еч = + tm) 
р ‚ 


э" 
=з ++ Юз taa 


El error absoluto de la tercera aproximación no supera 
а la magnitud 


isse (3) 2= 


En este caso, 
is 3 | = 
N=max| а | max] 2y 1—2. 


Еп los siguientes ejercicios hay que hallar tres арго- 
хітасіопез sucesivas: 


76. у=г—у% TI 
T. y=x+ ући =0 
78. у=х+и gs =1. 
79. у'=2—28—3% у, 
80. xy — 2x— y; Дил 


$ 5. ECUACIONES 
CON VARIABLES 
SEPARABLES 
Y ECUACIONES 
REDUCIBLES A ELLAS 


La ecuación diferencial de la forma 
py dy = | (x) dx (0 


se Пата ecuación con variables separadas 
Las ecuaciones de la forma 


iG) фи (у) dx = qu (x) a (у) dy, (2) 
en las que los coeficientes de las diferenciales se descom- 
ponen en factores qué dependen solamente de x o soja- 
mente de y, se llaman ecuaciones con variables separa- 
bles. 


Dividiendo por el producto фи (J)qs(x) éstas se reducen 
a ecuaciónes con variables separadas: 


PICS T 
eo) ах = уу d e 


La integral general de esta ecuación tiene la forma 


Гевара о 


Observación. La división por ф.(у) ф(х) puede 
dar lugar a que se pierdan las soluciones particulares que 
anulan al producto vi (y) qa (x). 

La ecuación diferencial de la forma 


42 =jlax+oy+ o, 
donde a, b у с son constantes, se reduce а una ecuación 
con variables separables haciendo la sustitución 
2=ах ву с. 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
3e' Ig у dx + (2 — e") sect y dy =0. 


Solución. Dividimos ambos miembros de la ecua- 
ción por el producto tg у. (2 — e") 


dede seg dy 
i-.4t щу = 


Ha resultado una ecuación con variables separadas, In- 
tegrándola hallamos: 


—8In|2— e" |+ In| tgyl=C,. 


Efectuando la potenciación, obtenemos: 


Pi mé, obin | |е. 
De aquí, 
туре 6. 


Designando = e& = С, se tiene: 
ih c o bien, Igy— CQ — e P0. 


Hemos obtenido la integral general de la ecuación dada. 
Al dividir por el producto tgg-(2— e*) se suponía 

que ninguno de los factores se convertía en cero. lgua- 

lando cada factor a cero, obtenemos, respectivamente: 


y=kx (—0, 51,22...) x=I02 


ЕЈ 


Sustituyendo en la ecuación inicial comprobamos que 
y = kn y х = In 2 son soluciones de esta ecuación. Estas 
pueden obtenerse formalmente de la integral general ha- 
ciendo C = 0 у С = со. Esto significa que la constante 


C se sustituye рог 2., después de lo cual, la integral 
general toma la forma 


EI ¿(-eP=0, о bien, Cigy—(2— eet; 


haciendo en la última igualdad С; == 0, lo que corres- 
ponde a С tendremos (2 — ех)2 = 0; de aquí ob- 
tenemos la solución х = In 2 de la ecuación inicial. En 
consecuencia, las functiones у = kn (k = 0, -Е1, +2, ...) 
y x= ш2 son soluciones particulares de la ecuación 
dada, Por consiguiente, el resultado final es 


igy—C(2— е) 0. 


iá Ejemplo 2. Hallar la solución particular de la ecua- 
ción 
(Ее) ии = 


que satisface a la condición inicial y] xao = 1. 
Solución. Se tiene: 


4 
(1679092 ==". 


Separando las variables, resulta: 
et ах 
ст 


Integrando, hallamos la integral general 


nee 0) 


Poniendo en (1) х=0, tendremos + ==102 +, de donde 


hallamos: C = = — 19 2. Poniendo este valor de С en (1), 
obtenemos la integral particular 


Pa? + E 
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de donde la solución particular buscada es: у= 
=y in( 


КЕ"! 3. Hallar la solución particular de la ecua- 
ción 

y senx=ylny, 
que satisface a las condiciones iniciales siguientes: 


Dele Du amt 


Solución. Se tiene 


D. sen x e yIn y. 
Separamos las variables 
Уту — ex 
Integrando, hallamos la integral general 
Inl in yl In|tg HELD 


Después de potenciar, obtenemos: 
x 


wi 


Iny—C-tg£. o bien, уже” 


que es la solución general de la ecuación considerada. 
А 
а) Pongamos ahora xe 2, у= е; entonces, ee e° "T, 
De aqui que C= I. Asi, pues, ye=e” *. 
b) Hallemos ahora la solución particular de la ecua- 
ción que satisface а la condición inicial y|,_a = 1. 


Poniendo C = 0 en la solución general y — e^ 7, ob- 
tenemos la solución particular buscada. Obsérvese que 
cuando se obtenia la solución general, la constante C fi- 
guraba bajo el signo del logaritmo, por lo cual, С = 0 se 
puede considerar como valor límite. La solución particu- 
lar у = 1 está comprendida entre los ceros del producto 
y-In y-sen x, por el cual dividimos ambos miembros de la 
ecuación dada. 


E зз 


Integrar las ecuaciones: 
81. (14 у) dx + (1+ 22) dy — 0. 
82. (1 + у) dx + xy dy 
83. (y! xy) y + 
84. (1 + y) dx = x dy. 
85. x VUE P + у Vl x —0. 
86. x Vi — y dx-- y VT — x dy —0, у „= 
„ет уђе! 
. ylnydi+xdy=0, y), =1 
y = а" (a>0,0% 1). 
e (1 +x) dy — 2x (1 +0") dx=0. 
91. (L +e) yy =e, yl. ¿=0. 
92. (1+ 0) (e™ dx — e" dy) — (1 + y) dy =0. 
93. (xy! — y! + x — 1) dx + (у — 2ху + 8 H 2y — 

— 2x + 2) dy =0. 


94. y'= sen (x — y). 
95. y' = ax + by +c (а, b, c — const). 
96. (x + y} y'= a 

97. (1 — деи 0-0. 


тих 
i 
өв. (1 +4) dx= (у — VTF )(1 + x? dy. 
99. xy (xy! + у) = а. 
100. (х?у? + 1) dx + 2x* dy =0. 
(la sustitución xy == t). 
101. (1 + x?) y + (ху — 1} ху =0. 
(la sustitución xy=1). 
102. ti rl иза 
(la sustitución xy =1) 
103. (х5 — 225 + 2x!—y? + 4x%) dx + (xy? —4x) dy =0 
(la sustitución y = ёх). 
= (хе +" 
Ie VT EVER, 


105. (In x + g?) dx — 3xy*dy=0. 

106. (ху +2xy In* y + y ln y) dx + (220 y + x) dy =0 
(la sustitución xIng 1). 

107. y— жи == а (1 + бу). 

108. (a? + y?) dx + 2x Vax— # dy =0, 


0. =0. 


109. y + sen === 


enit 
sen 58. 


Ejemplo 4. Hallar una curva que pase por el punto 
(0, —2), de modo que la pendiente de la tangente en cual- 
quiera de sus puntos ses igual a la ordenada del punto, 
aumentada en 3 unidades. 

Solución. Basándose en el significado geométrico 
de la primera derivada, obtenemos la ecuación diferencial 
de la familia de curvas que cumplen la condición pedida: 


[0] 

Separando las variables e integrando, obtenemos la solu- 
ción general 

Ing 31m +C. [р 


Como la curva buscada tiene que pasar por el punto 
(0, —2). o sea, 
уђе =-=2 (3) 


de (2) determinamos el valor de C correspondiente a esta 
curva; In|—2 + 3| = 0 + С. o sea, С = 0, de modo que 
x = Шу + 3|, de donde 


y=-3xe. 
En virtud de la condición (3), se debe tomar el signo más: 
y=%-3 
Ejemplo 5. Un depósito cilíndrico de volumen V, está 
lleno de aire atmosférico, que se comprime de шп modo 
adiabático (sin intercambio de calor con el medio que le 


rodea) hasta que su volumen se hace igual a Vi. 
Calcular el trabajo invertido durante Ја compresión. 
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Solución. Es sabido que el proceso adiabático se 

caracteriza por la ecuación de Poisson 
" 

т). (0) 
donde Vo es el volumen inicial del gas, po es la presión 
inicial del mismo y & es una magnitud constante para el 
gas dado. Designemos con У y р, respectivamente, el уо- 
lumen y la presión del gas en el momento en que el ém- 
bolo estaba situado a la altura A, y con S, el área de la 
superficie del émbolo. Entonces, al descender el émbolo 
en la magnitud dh, el volumen del gas disminuirá en la 
magnitud dV == Sdh. En este caso, se realizará el tra- 


bajo 
dW=-—pSdh o bien, ам= —pdV (0) 


Hallando p en la ecuación de Poisson (1) y sustituyendo 
en (2), oblenemos la ecuación diferencial del proceso: 


А 
= añ ау. о 
Integrando (3), se tiene: 
dy ГАЯ 
pate. O) 


En virtud de la condición inicial W |, ==, de (4) ob- 
tenemos 
C=- E. 


Por lo tanto, el trabajo de compresión adiabática (desde 
Vo hasta V) es: 


fy" 1). © 


110, Hallar. una curva que pase por el punto (0, —2) 
de modo que el'coeliciente angular de la tangente en cual- 
quiera de sus puntos sea igual a la ordenada del mismo 
punto, aumentada tres veces. 
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111. Hallar una curva para la cual el área О, limitada 
por la curva, el eje ОХ y las dos ordenadas X = 0, X = х, 
Sea una función dada de и: 


Q=ainl. 


112, Un punto material de masa igual a 1 g se mueve 
en línea recta debido a la acción de una fuerza que es di- 
rectamente proporcional al tiempo, calculado desde el in- 
stante t == 0, e inversamente proporcional a la velocidad 
del punto. En el instante £ == 105 la velocidad era igual 
а 50 cm/s, y la fuerza, igual а 4 dinas. ¿Qué velocidad 
tendrá el punto al cabo de un minuto del comienzo del 
movimiento? 

113. Demostrar que la curva que posee la propiedad 
de que todas sus normales pasan por un punto constante, 
es una circunferencia, 

114. Una bala se introduce en una tabla de А = 10 ст 
de espesor con la velocidad шо = 200 m/s traspasándola 
con la velocidad vı = 80 m/s. Suponiendo que la resisten- 
cia de la tabla al movimiento de la bala es proporcional 
al cuadrado de la velocidad. hallar el tiempo del movi- 
miento de la bala por la tabla. 

115. Un barco retrasa su movimiento por la acción de 
la resistencia del agua, que es proporcional a la velocidad 
del barco. La velocidad inicial del barco es 10 m/s, des- 
pués de 5 s su velocidad será 8 m/s, ¿Después de cuánto 
Tiempo la velocidad se hará 1 m/s? 

316, Demostrar que la curva para la cual la pendiente 
de la tangente en cualquier punto es proporcional a la 
abscisa del punto de contacto, es una parábola, 

117. Según la ley de Newlon, la velocidad de en- 
friamiento de un cuerpo en el aire es proporcional а la 
diferencia entre la temperatura T del cuerpo y la tempe- 
ratura Ty del aire. Si la temperatura del aire es де 20°C 
y el cuerpo se enfría en 20 min desde 100° hasta 60°, 
¿dentro de cuánto tiempo su temperatura descenderá 
hasta 30% 

118. Hallar la curva рага la cual la pendiente de la 
tangente en cualquier punto es n veces mayor que la pen- 
diente de la recta que une este punto con el origen de 
coordenadas. 


зт 


119. Determinar el camino 5 recorrido por ип cuerpo 
durante el tiempo £, si su velocidad es proporcional al 
trayecto, sabiendo que en 10 s el cuerpo recorre 100 m y 
en 15 s, 200 т. 

120. El fondo de un depósito de 300 litros de capaci- 
dad, está cubierto de sal. Suponiendo que la velocidad con 
que se disuelve la sal es proporciona) a la diferencia entre 
la concentración en el instante dado y la concentración 
de la disolución saturada (1 kg de sal para 3 litros de 
agua) 1 que la cantidad de agua pura dada disuelve !/3 
de kg de sal por min, hallar la cantidad de sal que con- 
tendrá la disolución al cabo de una hoi 

121. Cierta cantidad e una substancia indisoluble con- 
tiene en sus poros 10 kg de sal. Actuando con 90 litros de 
agua se observó que durante 1 hora se disolvió la mitad 
de la sal contenida. ¿Cuánta sal se disolvería durante el 
mismo tiempo si se duplicase la cantidad de agua? La ve- 
locidad de disolución es proporcional a la cantidad de sal 
no disuelta y a la diferencia entre la concentración en el 
instante dado y la concentración de la disolución saturada 
(1 kg para 3 litros). 

122. Hallar la curva que tiene la propiedad de que el 
segmento de la tangente a la curva comprendido entre los 
ejes de coordenadas se divide por la mitad en el punto de 
contacto. 

123. Cierta cantidad de substancia, que contenía 3 kg 
de humedad, se colocó en una habitación de 100 т? de 
volumen, donde el aire tenía al principio el 25% de hume- 
dad. El aire saturado, a esta temperatura, contiene 0,12 kg 
de humedad por 1 m. Si durante el primer día la substan- 
cia perdió la mitad de su humedad, ¿qué cantidad de 
humedad quedará al finalizar el segundo día? 

Nota. La humedad contenida en una substancia po- 
rosa se evapora al espacio que la rodea con una velocidad 
que es proporcional а la cantidad de humedad que hay en 
la substancia y es también proporcional a la diferencia 
entre la humedad del aire que la rodea y la humedad del 
aire saturado. 

124. Cierta cantidad de una substancia indisoluble que 
contiene en'sus poros 2 kg de sal se somete a la acción de 
30 litros de agua. Después de 5 min se disuelve 1 kg de 
sal. ¿Dentro de cuánto tiempo se disolverá el 99% de la 
cantidad inicial de sal? 


125, Una pared de ladrillos tiene 30 cm de espesor. 
Hallar la dependencia de la temperatura de la distancia 
del punto hasta el borde exterior de la pared, si la tem- 
peratura en la superficie interior de la misma es igual 
a 20° y en la exterior, а 0°. Hallar también la cantidad de 
calor expedida por la pared (por | пи) al exterior durante 
un día, 

Nota. Según la ley de Newton, la velocidad Q de 
propagación del calor а través de una superficie A, per- 


pendicular al eje OX, es: (= — #57, donde k es el 


coeficiente de conductibilidad térmica; 7, la temperatura; 


1, el tiempo y S, el área de la superficie А; (Е = 0,0015). 
126. Demostrar que la ecuación 22. =2 con la condi- 


ción inicial y] emo = 0 tiene infinitas soluciones de la for- 
та у == Cx. Esta misma ecuación con la condición inicial 
Уго = Yo s 0 no tiene solución alguna. Trazar las cur- 
vas integrales. 

127. Demostrar que el problema 


4 
Ф = Sl =0 


tiene al menos dos soluciones para 0 < а < 1 y una para 
а = 1. Trazar las curvas integrales рага a =. 1. 
128. Hallar la solución de la ecuación 


= пур @>0, 


que satisface а la condición inicial y| що = 0. ¿Para qué 
valores de a tiene solución única? 

129. Demostrar que las tangentes a todas las curvas 
integrales de la ecuación diferencial 


y +ylgx=xigr+1 
en los puntos de sus intersecciones con el eje OY son pa- 
ralelas entre sí. Determinar el ángulo bajo el cual se 


cortan las curvas integrales con el eje OY. 
Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales: 


130. cos y/— 0. 
131. e 


133. Iny” 
134. му 
135, ef ех, 

136. ig y ==. 


He aquí algunos problemas en los que se necesita 
hallar la solución particular conociendo el comporta- 
miento de la solución para x — оо, 


Ejemplo. Hallar la solución de la ecuación 
Psny:y=2, (0) 
que cumple la condición 
у т cuando х о. (2) 


Solución. Separando las variables e integrando, 
hallamos la integral general de la ecuación (1): 


созу nC. 


La condición (2) nos da: cos = C, sea, С = 0, De este 


modo la integral particular tiene la forma: сову == 
A ésta le corresponden infinitas soluciones particulares de 
la forma 


y= + агссоѕ 4 2an, n0, £1, £2,... (3) 


Entre estas soluciones hay solamente una que cumple la 
condición (2). Esta se halla pasando al límite en la igual- 
dad (3) рата =. 

Resulta: 


F=xarccos04+2xn, o bien, + а. 


De aquí que 
ж==т+?п (4) 


Fácilmente se observa que (4) tiene dos raices: n=0 


la raíz п => que corresponde al signo menos 


anle arc cos у по vale (л tiene que ser entero o igual a 
cero). Por lo tanto, la solución particular buscada de la 
ecuación (1). ез: 


pateo. 


En los siguientes ejercicios hay que hallar las solu- 
ciones de las ecuaciones que cumplen las condiciones in- 
dicadas para x — + оо. 


187. у сову + 1==0, ул, х оо: 
188. y +cos2y=1, yo La х +. 
139, и —seny=1 
140. (12-3) y —Foost2y=0, ут ли — оо. 


141, о =e0y/ +1, y es acotada para х => + со. 
142. (x+ ју =у— l, y es acotada para x— + со: 
143. у =2х(л +y), y es acotada рага х =» o0. 


y>5n, x=. 


144. y +sen2y=l, y La х фо, 


$ 6. ECUACIONES 
HOMOGENEAS 
Y REDUCIBLES A ELLAS 


Una función f(x, y) es homogénea de grado n en sus 
argumentos si se cumple la identidad 


Fx, ty) iG, y). 


Por ejemplo, f(x, y) = x* -+ y! — xy es una función 
homogénea de segundo grado, puesto que f(tx, (у) = 
= (tx)? + (y)? — (Ех) (ty) = P(x + 1 — ху) == Ва, у). 


4i 


Para п =0, se liene una función de grado cero. Por 
ejemplo, f(x, n= es una función homogénea de 
grado cero, puesto que 

tV- MR _ у _ 
аат 10 И. 


Una ecuación diferencial de la forma $ = (х, y) se 


llama homogénea si f(x, y) es una función homogénea de 
grado cero en sus argumentos, La ecuación homogénea 
siempre se puede representar en la forma 


q 


Introduciendo una nueva función incógnita и = 2, la 


ecuación (1) se reduce a la ecuación con variables sepa- 
rables: 


хи и. 


Si и = шо es una raiz de la ecuación q(u)— и == 0, la so- 
lución de la ecuación homogénea es, и = up о bien, 
y = uox (recta que pasa por el origen de coordenadas). 
Observación. Al resolver las ecuaciones homogé- 
meas no es indispensable reducirlas а la forma (1). Se 
puede hacer inmediatamente la sustitución y = ux. 
Las ecuaciones de la forma 


4 ах т Y 
E) o 


se reducen a homogéneas trasladando el origen de coor- 
denadas al punto (хо, yo) de intersección de las rectas 


axr+by+e=0 y ах+ӧу += 0. 
Esto se consigue haciendo la sustitución de las variables: 
ХЕ, у= 


El método indicado no es aplicable cuando las rectas 
ах + biy + с == 0 у ax + bay + с == 0 son paralelas. 
Pero, en este caso, 


y la ecuación (2) se puede escribir en la forma 


dy [ахы +а | 
+= rta] Platt. 00 


estudiada en el $ 5. 
Si la ecuación diferencial viene expresada en la forma 
Р(х, y) dx +9, y) dy=0, 
será homogénea si Р(х, y) y Q(x, y) son funciones homo- 
géneas de un mismo grado. 
A veces, la ecuación se puede reducir a homogénea 
mediante la sustitución de la variable y = 2%. Esto ocurre 


cuando todos los términos de la ecuación son de un mismo 
grado, atribuyendo el grado 1 a la variable x, el grado а. 


a la variable y, y el grado а — 1 a la derivada 42. 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


xy m XI y. 


Solución. Escribamos la ecuación en la forma 
Y Qr +4. 
А 


Como la ecuación es homogénea, hacemos u=% 


0 bien, y Entonces, у’ = xu’ + и. Sustituyendo en 
la ecuación las expresiones para y e y’, obtenemos 


xd -yi-u. 


Separamos las variables 


De aquí, integrando hallamos: 
arcsenu = In} x |+ InC, (C, > 0), o bien, arcsenu — InC,| x |, 
Como Су x |= + Cix, haciendo la notación +C,=C, 

obtenemos arcsen и = In Cx, 
аз 


я E 
donde п Сх | 5. o bien, e^? «Cx « e?. Sustituendo u 
por Æ tendremos la integral general 


arcsen 2 = п Cx. 


Por consiguiente, la solución general es: y = x sen In Cx. 
Al separar las variables dividíamos ambos miembros 


de la ecuación por el producto х УТ 1, por lo cual, se 
podrían perder las soluciones que convierten en cero sus 


factores. Pongamos ahora x=0 y YT=12=0. Pero 
x == 0 no es solución de la ecuación, debido а lo cual re- 


sulta, | — f: =0, de donde у = = х. Con una prueba 
directa nos convencemos de que las funciones y = — x e 
у == Х son soluciones de la ecuación. Estas son Soluciones, 
Singulares de la ecuación dada. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

(x+y 2)dx +(x — y +4) dy =0. (0 

Solución. Examinemos el sistema de ecuaciones al- 

gebraicas lineales: 


x+y-2=0 } 
x—y+4=0/)' 
El determinante de este sistema 


Am 


1 1 2 
| _ је- 2. 


El sistema tiene solución única: x; == —1, y = 3. Hace- 
mos la sustitución x = &— 1, у = m +3. Entonces, la 
ecuación (1) toma la forma 


(+ 745 +(6— n)dn— 0. 
Esta es una ecuación homogénea. Haciendo п = ut, obte- 
nemos 
(È -F bu) dè + (È — ш) (E du + u d£) =0, 
de donde 


(1 4- 2u — 0) d$ + &(1— u) du = 0. 
44 


Separamos las variables 


Integrando, hallamos 
init + gini +2 — iP] InC; 801200) — C. 


Volviendo a la variables x, y, obtenemos: 


-3. 9—3] _ 
мт и]. 
о bien, 


х 4- 25у — y! — Ах + Ву С, (C=C, + 14). 
Ejemplo 3. Resolver la ecuación 
(x +y + ах + (2х + 2y — 1) dy =0 


Solución. El sistema de ecuaciones algebraicas li- 


neales 
x+y+1=0 
2x +2y—1=0 


es incompatible. El determinante de) sistema 


lis 
412 2 


En este caso no es aplicable el método empleado en el 
párrafo anterior. Para integrar la ecuación hacemos la 


sustitución 
x+y=2, dy=dz— dx. 


La ecuación toma la forma 
(2—2)dx +(22— 1) dz —0. 


Separando las variables obtenemos 


De aquí que 
х 22—31 2 — 2j C. 


45 


Volviendo a las variables x, y, obtenemos la integral 
Loa de la ecuación dada: x + 2y + 3In|x +y — f= 


Ejemplo 4. Resolver la ecuación 
(y — 1) dy + 2xy dx =0. 
Solución. Hacemos la sustitución y = 25, dy = 
= az”! dz, donde por ahora a es un número arbitrario 


que se elegirá a continuación. Sustituyendo y y dy en la 
ecuación por sus expresiones, obtenemos: 


(9288 — 1) azr dz + 2х2 dx = 0. 


(OD! — 227!) a dz + 22% dx =0. 

Obsérvese que el grado de 1281 es 2 + За — 1 = За + 1, 
el grado de 22-1 es a — 1 y el grado de x2% es 1 -+ 3a. La 
ecuación obtenida será homogénea si los grados de todos 
los términos resultan iguales, es decir, si se cumple la 
condición За + 1 == a — 1. De aquí que а == —1. 

Por consiguiente, tenemos у=- la ecuación inicial 
toma la forma 


© bien 


— E) ar +2 dx=0, 
o bien, 
(e — x) dz + 22x dx 0. 


Pongamos ahora z = ux, dz = udx + x du. Entonces, 
esta ecuación toma la forma (u^— 1) (udx + x du) + 
+ 2u dx = 0. 

De donde 
u(u* + 1) dx + x(W — M du 0. 
Separando las variables en esta ecuación, obtenemos: 
а фы... 
Пари 0030 
Integrando, hallamos: 


In] x [4- In (i& + 1) — Inj a] la С, 
© bien, 


+1 
A c 


Sustituyendo u por 7. obtenemos la integral general 


de la ecuación considerada: 1 + х2у: == Cy 

La ecuación tiene además la solución trivial y — 0, 
que se obtiene de la integral general escribiéndola en la 
forma у = 90. y pasando después а límites para 
C — оо. Por consiguiente, la función y = 0 es una solu- 
ción particular de la ecuación dada. 

Integrar las ecuaciones: 


145. 4x — Sy + y (2y — Зх) =0. 

146. xy =y + У — x. 

147. 418 — xy + y! + y G1 ху + Av) =0. 
148. 4x? + xy — 3y? + y (— 5х + 2x4 + у) 0. 
149. v=x 

150. 2xy' (x° + у) = y (y? + 23°). 

181. ху= у — x. 

152. ах? + 2bxy + cy? + y (bx? + дсху +14) =0. 
153. (yf — 31?) dy = — xy dx. 

154. yy dx +2 (2 — xy) dy =0. 

155. (y — ху = + f 

188. 3x + — 2 + y (x— 1)=0. 

157. 2x -- 29 — 1 фу фу—2)=0. 

158. (3y — 7x + 7) dx — (8x — Ту — 3) dy — 0. 
159. (y + у V Xf T) dx + 2x dy — 0. 

160. xy! dx + (3xy — 1) dy —0. 

161. (x + y) dx + (35 — Зух) dy = 0. 

162. 2(1y + ИТ xy?) dx + 13 dy =0. 
163. (2x — 4g) dx + (x + у — 3) dy =0. 

164. (x — 2y — 1) dx + (3x — бу +2) dy =0. 
165. (х— y +3) dx + (Зх + у + 1)dy —0. 
186. (x-- y) dx +(x +y— dy —0. 

167. y cos x dx + (ду — sen x) dy =0. 


168. (x — ycosZ)dx + xcosLdy=0. 
169. y dy + Зи dx 2x dx= 
170. y dx + (2 Уху — x)dy=0. 


171, Hallar una curva que posea la propiedad de que 
la magnitud de la perpendicular bajada del origen de co- 
ordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto 
de contacto. Ы 

172, Hallar la curva para la cual la razón del segmen- 
to interceptado por la tangente en el eje OY al radio-vec- 
(ог es una cantidad constante. 

173. Empleando coordenadas rectangulares, hallar la 
forma del espejo si los rayos que parten de un punto dado, 
al reflejarse, son paralelos a una dirección дада. 

174, Hallar la curva para la cual la longitud del seg: 
mento interceptado en el eje de ordenadas por la normal 
a cualquiera de sus puntos, es igual a la distancia desde 
este punto al origen de coordenadas. 

175. Hallar la curva para la cual el producto de la 
abscisa de cualquiera de sus puntos por la magnitud del 
segmento interceptado en el eje OY por la normal, es 
igual al duplo del cuadrado de la distancia desde este 
punto al origen de coordenadas. 


$ 7. ECUACIONES LINEALES 
DE PRIMER ORDEN 
ECUACIONES 
DE BERNOULLI 


Se llama саро diferencial lineal de primer orden 
a la que es lineal con respecto a la función incógnita y su 
derivada. Esta tiene la forma 


E Фрбду=4 (9), (0 
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donde р(х) y q(x) son funciones continuas de x en la re- 
gión en que se pida integrar la ecuación (1). 

Si q(x) 0, la ecuación (1) se llama lineal no homo- 
génea. 51 q(x) e 0, se dice que la ecuación (1) es lineal 
homogénea. Esta última es una ecuación con variables 
separables y posee la solución general 


у= сето @) 


La solución general de la ecuación lineal no homogé- 
nea se puede hallar por el método de variación de la cons- 
tante, según el cual se busca una solución de la ecuación 
(1) de la forma 
уедет ire, 

donde c(x) es una función incógnita nueva de x. 

La ecuación (1) se puede integrar también del modo 
siguiente. Hacemos 


у идо). (3) 


Poniendo (3) en (1), después de las transformaciones 
obtenemos: 


uo + u(po + o) д (х). (4) 


Determinando v(x) de la condición v'- po — 0, ha- 
llamos después la función u(x) resolviendo la ecuación 
(4), obteniendo, por consiguiente, [а solución y = uo de 
la ecuación (1). En este caso, (x) es una solución parti- 
cular cualquiera de la ecuación v’ + pu = 0 (distinta de 
la solución trivial v = 0). 

Observación. Puede ocurrir que la ecuación dife- 
rencial sea lineal respecto a x, considerada esta variable 
como función de y. La forma normal de tal ecuación es: 


dx 
ax tru) x= g (u). 
Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
y! +2xy=2x0-". (5) 


Solución, Apliquemos el método de variación de la 
constante. Consideremos la ecuación homogénea 


y +2xy=0, 


cea: 49 


correspondiente a la ecuación no homogénea dada. Esta 
es una ecuación con variables separables. Su solución ge- 
neral tiene la forma 


=ое-”. 


Buscamos la solución general de la ecuación по homo- 

génea en la forma 
у = с(х)е-® (6) 
donde c(x) es una función incógnita de x. 

Poniendo (6) en (5), obtenemos c'(x) = 2x. De donde 
ох) = x? + с. Resumiendo, la solución general de la ecua- 
ción no homogénea es 

у(х + с)е-", 
donde с es la constante de integración. 

Ejemplo 2. Resolver la ecuación 

PEE OERE 
dx = Tsy F sed 


Solución. La ecuación dada es lineal, considerando 
x como functión de y: 


а 
чу — t cosy = sen 2y. (7) 
Buscamos la solución general de la ecuación en la 
forma x = u(y) -v (y). Se tiene 
dx du de 
d то а +1 
Sustituyendo х у FÉ en ecuación (7), obtenemos 
vi + u(i — ocos y) =sen 2y. 
Hallamos v(y) de la condición 
199 — осву 0. 


Tomamos cualquier solución particular (no trivial) de esta 
ecuación, por ejemplo о (у) = е" >. Entonces, 


orav FE = sen y. 


De donde 
и f скло sen 2y ду == — 26779 (1 + sen y) +. 


Por consiguiente, la solución general es 
x= cea —9вепу — 2. 


Ecuación de Bernoulli. Esla es una ecuación de la 
jorma 


роду) (6) 


donde n зе 0; 1, puesto que para п = 0 y п = 1 esta ecua- 
ción es lineal. La ecuación (8) se reduce a una ecuación 
lineal haciendo la sustitución 2 = — г. Pero resulta más 


conveniente resolver la ecuación de Bernoulli haciendo la 
sustitución (sin reducirla a lineal) y = u(x)v(x). 


Ejemplo. Resolver la ecuación de Bernoulli: 
Ху ym пх. 


Solución. Hagamos у == u(x)v(x). Tendremos 
xou’ р и (xv' + v) == изо п x. 


Hallamos la función ох) como solución particular de 
la ecuación xo” + о = 0. Resulta, о (х) =. Entonces, 


ш == ах. Separando las variables e integrando, ob- 
tenemos 


-i= fizan! 


0 sea, 
MT 
La solución general de la ecuación es: 


1 
ITA pm? 
si 


Integrar las ecuaciones: 
(76. у' 2y = х2 + 2х. 
177. (82x — ђу'—(х + ђу=х—1. 
178. xin x- y/— у — xS (31n x — 1). 
179, (a° — xà) y ху = а". 
180. 2ху’ — у == 3х2, 
181. (x + D dy — [2y + (x + 04 dx — 0. 
m П 
у= зеп y F ?зеп?у` 
183. у/'— 2xy —2xe*. 
184. xH D y^ Q3 Пу 
185. y' + y соз х == ѕеп xcosx, yl. =l. 
186. ey (ln) Vx (2 + in x)=0. 


187. Зху' — 2y => 


, 1 
188. Вху' — ge — TUSTO 
189. (xy + èy =. 
190. y — у = 2xex*. 
191. xy =y + sen x. 
192. мину = y (L4 2x9). 
19. y. 


194, 2 sen x - y’ + y cos x = p? (x cos x — sen x). 


2 


195. ут 
П 
fy 
j y a 
Ve REIHE Талуу" 
197. TET à ? у^ =”. 
198. (14 x) ^ apa 
и =— ера. 


в 


200. 


201. 


202. 
203. 
204. 
205. 


206. 


207. 


208. 


(8 + y + dy + xydx — 0. 

2 y 

У утих 

x(x— ђу ym x Qx— 0). 
Y —ytgr=secx, yl_=0. 
y cosy + seng — x + 1. 

y + sen y + x cos y + x ==0. 


У те +. 


: 
[в (ах) da ne (х). 
i 


y’ + xsen2y == xe7?' cos! y (a sustitución t = tg y). 


En los problemas que se dan a continuación hay que 
hallar las soluciones de las ecuaciones que satisfacen a las 
condiciones indicadas: 


209. 


210. 


тп. 


212. 


213. 


214. 


215. 


216. 


y — ?ху = cos x — 2x sen x, 

y es una función acotada cuando х = co. 
2VF y — y=- sen УХ — cos УХ, 

y es acotada cuando x— + оо. 

y —yln2=2""(cosx— 1)In2, 

y es acotada cuando x— + со. 

233’ — xy = 2x cos x — З sen x, 

у->0 cuando x— + со. 

Y зеп x — y cosx == — SE, 

у—*0 cuando x— со. 

(Le) In (+) —2ху = In (140) - 2x arctg x, 
0—5 cuando х со. 


бзш. ППЕК ИЩ 
y — еу — 4r sen — созт. 


у—2 cuando х => — 
y'— ушх= — (1+2) д-*, 
у ->0 cuando х + со. 


$ 8. ECUACIONES 
DIFERENCIALES EXACTAS 
FACTOR INTEGRANTE 


La ecuación diferencial de la forma 
M (x, y dx +N (x, y) dy =0 (1) 


se llama ecuación diferencial exacta si su primer miembro 
es la diferencial total de una función u(x, y): 


Мах Мау ma du ча Se dx + dy. 


La condición necesaria y suficiente para que la ecua- 
ción (1) sea una ecuación diferencial exacta es que se 
cumpla la condición 


9м эм 
a = e) 


(en un recinto simplemente conexo D de variación de x, 
9), La integral general de la ecuación (1) tiene la forma 
u(x, y) == С, o bien, 


р " 
[MG дас [мо ас. 0 
E h 


Ejemplo. Resolver la ecuación diferencial 
(sen xy + xy cos xy) dx + x* cos xy dy = 0. 
Solución. Comprobemos que la ecuación dada es 
una ecuación diferencial exacta. Se tiene 
ax. 
E 
=x cos xy + x cos xy — ду sen xy = 2x cos xy — x*y sen xy, 


ð 
y (sen xy + xy cos xy) = 


A P z (#2 cos ху) = 2x cos xy — ху sen xy, 


о sea, 
ax 


= 


и 


Como vemos, se cumple la condición (2). Por consiguiente, 


n , 
u(x, y) = | (sen xy + ху cos xy) dx + | 405 x.y dy = 
i à 


= x sen ху, + xa sen xy f, =x зей xy — x sen xl; 


de modo que 
xsen ху =C + хозеп хорь, 0 bien, х зеп хи = С. 
AI resolver agunas ecuaciones diferenciales se pueden 


agrupar los términos de tal modo que resulten combina- 
ciones fáciles de integrar. 


Ejemplo. Resolver la ecuación diferencial 
(x + xy!) dx + (y + y") dy — 0. (27) 


Solución. En este caso, S9 =2xy, 2%. ==2ху, y 


se cumple la condición (2); por consiguiente, tenemos una 
ecuación diferencial exacta. Esta se reduce a la forma 
du = 0 mediante una agrupación directa de sus términos, 
En efecto, escribámosla en la forma 


Pdx+xy(ydx+xdy)+ y! dy=0. 
Aquí 
” 


мк =4 (25), xy (y dx + x dy) e хуа (ху) =a ( ERÈ), 
ума). 
Por lo tanto, la ecuación (2') se puede escribir asi 
aq) на) +a(%)=0. 
o bien, asi 
ај + +] = 


, (2') 
Por consiguiente, la integral general de la ecuación (27), 
y de la ecuación (2^), es: 

Atl + y=. 


En algunos casos, por cierto muy excepcionales, cuando 
(1) no representa una ecuación diferencial exacta, se con- 


55 


sigue hallar una función p(x, y) tal que al multiplicar el 
primer miembro de (1) por ella, resulta una diferencial 
otal: 

du=pM dx + uN dy. [7 


Tal función (x, y) se llama factor integrante, Según 
la definición de factor integrante se tiene 


ем) m LN) 


0 bien 
m _ [ом _ ом 
NT MT n 
de donde 


Эти ди 9M ÓN 
д. © 


Para hallar el factor integrante, hemos obtenida una 
ecuación en derivadas parciales. 

Indiquemos unos casos particulares en que fácilmente 
se: puede hallar la solución de la ecuación (5), o sea, el 
factor integrante. 

1. џ == p(x). En este caso, 55 =0 y la ecuación (5) 
toma la forma 


эм 


аир ғ 
Пи и ~ © 


Para que exista un factor integrante no dependiente de 
y es necesario y suficiente que el segundo miembro de (6) 
dependa solamente de x. En este caso, Ìn p se halla рог 
cuadraturas. 


Ejemplo 1. Examinemos la ecuación 
(х4 y!) dx — 2yx dy — 0. 
Solución. Aquí 
M=x4 8, N=-—2x. 


Se tiene 
әм 


Por consiguiente, 


dun 2 


ar i, ige-—2Inixl n 


La ecuación 
xig РЧР 
XE ас 2dy=0 


es una ecuación diferencial exacta. Su primer miembro se 
puede representar en la forma 


dx 25040 -y dx 
y MEL 


а (ших!) 20 


De donde 


y la integral general de la ecuación dada es: 
A 
Cer, 

әм 


2. Análogamente, si (AX — $5 .-jp depende sola- 


7 
mente de y, la ecuación (1) tiene un factor integrante 
и = p(y) que depende solamente de y. 


Ejemplo 2. 2xyinydx+(*+y VFI dyc0. _ 
Solución. Aquí М = хуи, Мх УТ. 
2N OM 
" dx ð; 2x — 2x (In y +1) 1 
Se бепе Sy e 7 


Por consiguiente, 


E 
y 
La ecnación 


Буи + a. 
аш + ҮРҮ dy=0 


es una ecuación @йегепсїа! exacta y puede escribirse 
de la forma d(*In y) +y У + | dy ==0, de donde 


му ++) 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación 
(3x + 2y + y?) dx + (x + Axy +54) dy =0, 
si su factor integrante es de la forma p = q (x + 4%) 
Solución. Hagamos z = x + y*. Entonces p=ọ(2) 
y, por consiguiente, 


mu СТЯ 

dr — 4 * 
дин din 

ду == zo 


La ecuación (5) para hallar el factor integral liene la 
тта 


foi 
атр дм _ әм 
UM) GE 


o bien 


ут 


рог lo cual ЧЁ =L, de donde p = 2, о sea, p = x + 


+4. Mulliplicando la ecuación dada por н = x + y? ob- 
tenemos 


(828 + 2х0 + Axy? + 203 + y!) dx + 
HOP у + ба + Axy’ + 5) dy =0. 


Esta es una ecuación diferencial exacta y según (3), su 
integral general es 


| G9 ure xt ++ дах + 


" 
+ | (3 аи + x + Ag? + 54) dy =C, 
o bien, E 
A 
58 


donde C=C + xj, + 2х + 2хый + хы + g+ 28, Des- 


pués de 


hacer unas transformaciones sencillas resulta 
(x+ 06 +=. 


Integrar las ecuaciones: 


217. 
218. 


219. 


220. 
221. 


222. 
223. 
224. 


226. 


227. 


228. 


229. 


230. 


x(2 0) H y G3 + 29) y' =0. 
(3x? + бху? e + (620 + 4y*)dy =0. 


le 
y La ду 
++; 5) ао. 
ә — as rtt yay 0. 
а + 
2e] PEE) ку, 
зн + x) axe (y — t) ay mo. 
Bx — 2x — p) dx + (2y — x +34) dy =0. 
E E 
yrigtfa pet 
(ИТЕ + x — Inx) dy — 0. 
ELEM „сл o =0. 
“+ 
sen y + usen x + 3) dx + 


у ++ 


+(xcosy— cos x +) dy n. 
-psen x cost ay х Ье: 
D a (абар sna) =0. 
зык y EI о, lam 


{п соз (nx + ту) — m sen (mx + ny) ах + 
+ (т соз (nx + my) — n sen (mx + ny)} dy =0. 


xdx+ dy 
а= 0 7) 


X (ydx—xdy)=0. 
El 


231. (senio Locos + ах + 


i ae recen 

+ (5502 — да) dy=0 
232. y (S + a?) dy + х5 + y! — a) dx = 0. 
233. (C +4? + ах — дхуду =0, и=ф(1— x). 
234. (1 — х0) dx + x* (y — х)ду =0, n (9. 
235. (333g + y) dx + (8 +3xy?) dy = 0. 
236. хах + ydy + x(xdy — ydx) 0, p= ф(х y). 
237. (C + y) dx — хду —0, nx). 
238. (x + И) ах —2xydy—0, = ф(х). 
239. (газу + 20 +5) dx + (24° + 23) dy =0, p = (x). 
240. (x'in x — 2x) dx + За dy=0, p= ф(х). 
241. (х +senx+seny)dx+cosydy=0, p=¢(x). 
242. (2x4? — 3y) dx + (7 — Зхуђ dy m 0, р q (y). 
243. (80: — x)dx + (2j — 6xy) dy — 0, u=q(x+ p). 


$ 9. ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN NO 
RESUELTAS 
CON RESPECTO 
A LA DERIVADA 


1. ECUACION DE PRIMER ORDEN 
Y DE GRADO n CON RESPECTO А у. 
(Y t pos Yt ... 
ea У + Ра (х, y)=0. (1) 
Resolvemos esta ecuación con respecto a y’. Sean 
gems arm ho y) ym hos MS (2) 
las soluciones reales de la ecuación (1). 


60 


El conjunto de las integrales 
D(x, y, С)==0, Фи, у, С) = 0, ..., D,(x, у С)==0, (8) 
donde Фи(х, y, C)=0 es la integral de la ecuación 
y == h(x у) (= 1, k), representa la integral general 
de la ecuación (1). 

Por lo tanto, por cada punto del dominio en que y” 
toma valores reales, pasan <k» curvas integrales. 


Ejemplo. Resolver la 'ecua 
шн aen. 
Solución. Despejando y”, tenemos 


y E 
SA 


o bien, y =1, y =— A de donde 
y=x+C, у+ж=6. 
Integrar las siguientes ecuaciones: 
244. y — (2x + y) y HO? + xy) =0. 
245. ху? + 2ху’ — у =0. 
246. 4y” — 9х = 0. 
247. у“ — 2yy' = y? (e* — 1). 
248. xy” ++ Зхуу' + 202 —0. 
249. ху" — 2yy' +x=0. 
250. y^ — ?ху' — 82 = 0. 
251. y^ +(x + 22" =0. 
252, y^ — yy — ity + ху — 0. 


2. ECUACIONES DE LA FORMA | (y. y) =0 y f(x. у) = 0. 


Si en estas ecuaciones se puede despejar y”, resultan 
ecuaciones con variables separables. 
Por consiguiente, son de interés los demás casos. 
а) En la ecuación f(y. y/)= 0 se puede despejar y: 
y=9 (4) 
Hacemos у’ == p. Entonces, у = (2). 
в 


Diferenciando esta ecuación y sustituyendo dy por pdx, 
obtenemos 


рах = (p)dp, 
de donde 
4х= Жар у х= | Ж ap c. 


ОМелетоз la solución general de la ecuación en forma 
paramétrica 


у (0) 


Ejemplo. у = а (4 J +0 ($2) (а, b, son constantes). 


Solución. Hacemos 09 =р y, рог lo tanto, y= 
— ap! + bp. 
dy =2ap dp + 30 dp, o bien, рах = 2ap dp +3bp? dp. 


De aqui que dx = 2a dp + З6р dp, у, x == дар + $ bp’ +C. 
La solución general es 


х= dope Ырс 
у = ар +b 


b) En la ecuación f(y, #/) = 0 по puede despejarse ni 
y ni y (o se despejan con dificultad), pero estas últimas 
pueden expresarse en forma рагате са mediante algún 
parámetro £: 


=), 5=+0 (2=%). 


Entonces, dy = p dx = v (t) dx. 
Por otra parte, dy == Ф (f) dt, de modo que (dx = 


=g (dt y di dt. 
De donde 
x 


so 
$a 4 


Por consiguiente, obtenemos la solución.general de 
la ecuación diferencial dada en forma paramétrica 
х= [ис 
=%(0 
Ejemplo. j^ + (y) * = 1. 
Solución. Hacemos 
y=cost, y=p=sent, 


dy _ — Зов? t sen t de cost 
di e Зи. 


(2) 


De donde 
x=/(8 + Зи +C. 


La solución general es 
ха 9t + 3clgt +C | 
к= соу! М 
c) Ecuación de la f(x, y)=0. Supongamos que en 


esta ecuación se puede despejar x: x =q (4). Haciendo 
y za p, obtenemos 


ах=Ф(р)др. 
Pero de=% y, por consiguiente, Яро do, de 
modo que 
dy= p (дар, y. у= Греда +С. 
Por lo tanto, tenemos la solución general de la ecuación 
en forma paramétrica (р es un parámetro): 


x=0(p) 
y=[winpdo+C |" e 


Observación. En las ecuaciones (1) y (3) no se puede 
considerar р como la derivada, sino como un parámetro, 


Ejemplo. а-@ + ($2) 


м 


Solución. 
= ap + bp, dv — a dp + 2bp dp, 


dy = pdx — ap dp + 25р dp, 
vir C. 


Asi, pues, 


x= ap + bp 
пи PC 


es Ja solución general. 


Por analogia con el caso b), se puede probar resolver 
ecuación f(x, у) = 0 introduciendo un parámetro í. 
Integrar las siguientes ecuaciones: 


253. y= y’. 
L 
254, y mer. 
265. x In y + sen y’. 
256. x y" — 207 +2. 
257. y= уту. 
258. y arc sen y + (1 + y”). 
259. y (y/ — Пей. 
] 
260. yx e7. 
261. (1+ и") 1. 
à 
262. х(1 +y)? — a. 
$ 3$ 3 
263. y5 +y 5 =a. 
264, gi — y! — yy =. 
265. x= y + seny’. 
206. y = (1 +1 cos y). 


3. ECUACIONES DE LAGRANGE Y CLAIRAUT 
a) La ecuación de Lagrange tiene la forma: 
у xe (y!) + py). 


Haciendo y'= p, diferenciando y sustituyendo dy рог 
pdx, reducimos esta ecuación a otra que considerada 
en x como función de p es lineal. Resolviendo esta última 
3 == г(р, C), obtenemos la solución general de la ecuación 
inicial en forma paramétrica: 

x=r(p, С) 
y=r (р, С) (р) + Ф(р) 


Además, la ecuación de Lagrange puede tener solucio- 
nes singulares (véase $ 11) de la forma y = ф(ејх + 
+ (c), donde c es una raiz de la ecuación с = p(c) 


Ejemplo. Integrar la ecuación 


) (p es un parámetro). 


y=2xy + ти. 


Solución. Hacemos y = p. Entonces, y = 2xp + 


+ пр. 
Diferenciando, hallamos 


рах=?рах+ 2хар+ 2, 


Hemos obtenido una ecuación de 1* orden, que respecto 
de x es lineal. Resolviéndola hallamos 


Poniendo el valor hallado de x en la expresión de y, 


resulta . 
са 


i-i 


РОЂ 
= ac. 
y=inp+ —2 


b) La ecuación de Clairant es de la forma 
уху +). 


El método de resolución es el mismo que para la ecua- 
ción de Lagrange. La solución general de la ecuación de 
Clairaut tiene la forma 


y=Cx+y(0). 


La ecuación de Clairaut puede tener también una solu- 
ción singular, que se obtiene eliminando p entre las ecua- 


ciones 
y=xp+ (р), + (p)=0. 
Ejemplo. Integrar {а ecuación 
уху +37 (a= const). 
Solución. Haciendo y = p, obtenemos 


y 
=p + => 


Diferenciando esta última 
п y sustiluyendo dy por 
hallamos pdx = pds + 


-2 7 +xdp— ggdp, de donde 


dp(x— dix) =. 


Examinemos los dos facto- 
Fig. 12 res del primer miembro de la 
última ecuación. 
Igualando a cero el primer factor, tenemos 


dp=0, 


de donde р — C, y la solución general de la ecuación ini- 
cial es 


y= + у. 


Este es un haz топорагате со de rectas. 
66 


Igualando a cero el segundo factor tendremos: 
а 
к=з. 


Eliminando р entre esta ecuación y la ecuación у= 
= xp + фр resulta у 2ах. Esta también es una solución 


de la ecuación considerada (solución singular). 

Desde el punto de vista geométrico la curva y? = 2ax 
es la envolvente del haz de rectas determinado por la so- 
lución general (fig. 12). 

Integrar las siguientes ecuaciones: 


267. 2y=xy + y Iny”. 

268. y=2xy + ти”. 

269. у=х(1+у0+ y”. 

270. y=2xy' + sen y’. 

271. uy ус 

272. узкие. 

273. ym +. 

974. y=xy + y^. 

275. xy” — уу — y + 1=0. 

276. у= xy +a VIF ^. 

2. у= ху + E. 
ини 


-L \ 
218. Баг: t 


279. Hallar la curva cuya tangente forma con los ejes 
coordenados un triángulo de área constante $ = 225. 

280. Hallar la curva para la cual el segmento de la 
tangente comprendido entre los ejes coordenados tiene una 
longitud constante a, 


s e 


$ 10. COMPOSICION 
DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE LAS FAMILIAS 
DE CURVAS. PROBLEMAS 
DE TRAYECTORIAS 


1. Composición de las ecuaciones diferenciales de las 
familias de curvas. 
Sea dada la ecuación de una familia monoparamétrica 
de curvas planas 
y=0(x, а) (a es un parámetro). (0) 
Derivando (1) respecto de x, hallamos 
y — e а). [2] 


Eliminando el parámetro "a" entre (1) y (2), obtenemos 
la ecuación diferencial 


Р(х, y, y') e 0, (3) 


que expresa una propiedad común de todas las curvas de 
la familia (1). 
La ecuación (3) es la ecuación diferencial buscada de 
la familia (1). 
Si una familia monoparamétrica de curvas se determi- 
na por la ecuación 
Ф(х, y, a) —0, [7] 


se obtiene la ecuación diferencial eliminando el parámetro 
“а” entre las ecuaciones 


Ф(х y, а) =0 


re а 
Supongamos ahora que se da la relación 
Ф(х, у, а, а„..., аа) =0, (6) 


[3 


donde ај, as ..., a, son parámetros, Derivando (6) res- 
pecto de x, л veces, y eliminando los parámetros ay, а... 
<+., ва entre (6) y las ecuaciones obtenidas, obtenemos 
vna relación de la forma 


Р(х, уу, у", о 0) = 0. @) 


Esta es la ecuación diferencial de la familia п-рага- 
métrica de curvas (6) dada, en el sentido de que (6) es la 
integral general de la ecuación (7). 

2. Problemas de trayectorias, 

Sea dada una familia de curvas planas: 


D(x, y, а)==0, q 


dependiente de un parámetro a. 

La curva que en cada uno de sus puntos forma un 
ángulo constante а con la curva de la familia (1) que 
pasa por el mismo punto, se llama trayectoria isogonal de 


la familia. En particular, si a =3.se tiene una trayectoria 


ortogonal. 
poniendo dada la familia (1) buscaremos sus trayec- 
torias isogonales. 

a) Trayectorias ortogonales. 

Se forma la ecuación diferencial de la familia de cur- 
vas dada (véase el р. 1): 


F(x, у, y)=0. e 


La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales 
tiene la forma: 


i 
Р(х,у, -у)=%® @) 

La integral general de esta ecuación 
D, (x, y, C)=0 (4) 


proporciona la familia de trayectorias ortogonales. 
'upongamos que la familia de curvas planas se da por 
una ecuación en coordenadas polares 


Фб, p, а) =0, (5) 
donde a es ип parámetro. Eliminando el parámetro а entre 
0, obtenemos la ecuación diferencial de la 


o 


familia (5): F(p, q, р) = 0. Sustituyendo en esta p” por — 
— 57 obtenemos la ecuación diferencial de la familia de 
las trayectorias ortogonales: 


F(p, v. 


b) Trayectorias isogonales. 

Supongamos que las trayectorias se cortan con las 
curvas de la familia dada bajo un ángulo a, donde tg a=k. 
Se puede demostrar que la ecuación diferencial de las 
trayectorias isogonales tiene la forma 


F(x, и p) 


Ejemplo 1. Hallar la ecuación diferencial de la familia 
de hipérbolas x 


РЈ 
т 


Solución. Derivando esta ecuación respecto de х, 
obtenemos 


E —2yy =0, o bien, I yy. 


Multipliquemos ambos miembros por x; entonces 


H 


muy. 


Sustituyendo en la ecuación, hallamos 
хур р1. 
Esta es la ecuación diferencial de la familia de hipérbolas. 


Ejemplo 2. Hallar la ecuación diferencial de la familia 
de curvas (a es un parámetro) 


Solución. Derivando respecto de x ambos miembros 
de la ecuación. se tiene 


иа 


Y=e 
70 


De aquí que 
«== 28 


ту 


Poniendo la expresión obtenida de а en la ecuación de 
la familia de las curvas, obtenemos 


y=-7 01-00 
o bien, 
ушу +x(l—y)=0. 


Esta es la ecuación diferencial buscada de la familia de 
curvas dada. 


Ejemplo 3, Hallar las trayectorias ortogonales de la 
familia de recias g = kx 

Solución Esta consta de rectas que pasan por el 
origen de coordenadas. 

ага hallar la ecuación diferencial de la familia dada, 
derivamos respecto de x ambos miembros de la ecuación 
y == kx. Resulta, у = k. Elimi- 
nando el parámetro # еп el 
sistema de ecuaciones 
y=kx | 
y=k |' 

obtenemos la ecuación diferen- 
cial de la familia: ху = y. 
Sustituyendo en ella y por 
— 15. resulta la ecuación di- 
ferencial de las trayectorias 
ortogonales — =” o bien, 
uy + x == 0. Esta es una ecua- 
ción con variables separables; 
integrándola obtenemos la ecuación: de las trayeciones 
ortogonales x? + y? = С (C => 0). Las trayectorias orto- 
gonales son circunferencias con el centro en el origen de 
coordenadas (fig. 13). 

Ejemplo 4. Hallar la ecuación de la familia de las cur- 
vas que son ortogonales a la familia x? + у? = 2ax. 


Fig. 13 


n 


Solución. La familia dada de curvas representa 
una familia de circunferencias cuyos centros están situa- 
dos en el eje OX y son tangentes al eje OY. 

Derivando respecto de x ambos miembros de la ecua- 

ción de la familia dada, 
hallamos: 
x+yy=4. 
Eliminando el parámet- 
ro a entre las ecuaciones 
x4 a? = дах | 
x+y =a jJ 
obtenemos la ecuación 
diferencial de la fami- 
lía dada: 
3 p +2xgy m0. 
La ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales es: 


s — iu (—)=0, o bien, у = 20. 


Fig. M 


Esta ecuación es homogénea. Integrándola obtenemos: 
x + = Cy. Las curvas integrales son circunferencias 
cuyos centros están situados en el-eje OY y son tangentes 
al eje OX (fig. 14). 


Ejemplo 5. Hallar las trayectorias ortogonales de la 
familia de parábolas 


у ах, 


Solución, Formamos la ecuación diferencial de la 
familia de parábolas. Para esto, derivamos respecto de 4 
ambos miembros de la ecuación dada: у’==2ах Elimi- 


nando el parámetro a, hallamos É ===. o bien, y/ =, 
que representa la ecuación de la familia considerada 
Sustituyendo en esta ecuación y” por — пр, obtenemos 
la ecuación diferencial de las trayectorias ortogonales 

3 зу: Integrándola, hallamos 


у 
ИС, о bien, ИС, donde C>0. La 


7 


familia ortogonal buscada es una familia de elipses 
(fig. 15). 


Ejemplo 6. Hallar las trayectorias ortogonales de la 
familia de lemniscatas 


р? = a cos 2ọ. 
Solución. Tenemos 
_ @= acos 2p 
po” asen 20. 


rámetro a obtenemos la ecuación di- 
de curvas dada: 


р'=— 26. 


Eliminando el 
ferencial de la fami 


Fig. 15 Fig. 16 
Sustituyendo p^ por — 2 hallamos la ecuación diferen- 
cial de las trayectorias ortogonales 

—$--—etg2e 


De donde e = 2o de. Integrando, obtenemos la ecua- 
ción de las trayectorias ortogonales 
p*— C sen 2g. 


Las trayectorias ortogonales de la familia de lemniscatas 
son lemniscatas cuyos ejes de simetría forman con el eje 
polar un ángulo de 45° (fig. 16). 
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Formar las ecuaciones diferenciales de las siguientes 
familias de curvas: 


281. ==. 286. y= 2Cx + C. 

a 287. y == ax! + bx +С. 
288. у= С + E С, 
289. (х—а) + (y— 5)! — 1. 
290. y — Се" + Cz". 
291. y asen (x + a): 


Hallar las trayectorias ortogonales para las siguientes 
familias de curas: 


282, Y — y = ax. 


283. у= ас. 
284. у=Сх—С—С', 
285. y= e" (ax + b). 


292. y'+2ar=a?, а > 0. 297. à уг а, 

293. y = ax". 298. xt + y^ == а“, 
a es un parámetro 299. xi + y! == 2ay. 

294. y ae**, о = const. 300. Тины, 


295. = „5 
jog rini: 301. p» a (1 +cosg). 


206. тина. 302. j =4(» — а). 


$ И. SOLUCIONES 
SINGULARES 


Una solución y == ф(х) de la ecuación diferencial 
Р(х, y, y)=0 q 


se llama singular, si en cada uno de sus puntos se infringe 
la propiedad de unicidad, es decir, si por cada uno de sus 
puntos (x, Ji), además de esta solución, pasa también 
otra solución que tiene en el punto (ха, y) la misma tan- 
gente que la solución y == ф(х), pero que no coincide con 
esta última en ningún entorno del punto (x, Yo) arbitra- 
riamente pequeño. La gráfica de una solución singular se 


n 


llamará curva integral singular de la ecuación (1). Si la 
función F(x, y, И) y sus derivadas parciales E y 95 
son continuas con respecto а todos los argumentos x, y, Y”, 
cualquier solución singular de la ecuación (1) satisface 
timbién а la ecuación: 


DF y, 


pr =0. (2) 


Por consiguiente, para hallar las soluciones singulares de 
la ecuación (1) hay que eliminar y’ entre las ecuaciones 
(1) y (2). La ecuación que resulta al eliminar у: 


(e, y)=0, (3) 


se denomina p-discriminante de la ecuación (1), y la curva 
determinada por la ecuación (3), curva p-discriminante 
(abreviado, escribiremos: CPD). 

Frecuentemente ocurre que la CPD se descompone en 
unas cuantas ramas. En este caso se debe averiguar si 
cada una de éstas por separado es solución de la ecuación 
(1), y en caso afirmativo se debe comprobar si es solución 
singular es decir, si se infringe la unicidad en cada uno 
de sus puntos. 

Se llama envolvente de una familia de curvas 


Dix, y, C)=0 a) 


a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a 
una de las curvas de la familia (4), siendo cada segmento 
de la misma tangente a una infinidad de curvas de la fa- 
milia (4). *) 

Si (4) es la integral general de la ecuación (1), la en- 
volvente de la familia de curvas (4), en caso de que exista, 
será una curva integral singular de esta ecuación, 

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores 
x, y, y’ coinciden con los valores correspondientes de la 
curva integral que es tangente a la envolvente en el punto 
(x, y); por consiguiente, en cada punto de la envolvente 
los valores х, y, у’ satisfacen a la ecuación Р(х, y, И) = 0, 
es decir, la envolvente es una curva integral. 


Se dice que las curvas Гу y Г; son tangentes en un punto Mo, sl 
éstas tienen en este punto una tangente común. 
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Por otra parte, en cada punto de la envolvente se in- 
Iringe la unicidad, puesto que por cada punto de la misma 
pasan al menos dos curvas integrales en una misma di- 
rección: la envolvente y la curva integral de la familia (4) 
que es tangente a ésta en el punto considerado, En сопзе- 
cuencia, la envolvente es una curva integral singular, 

Por el curso de análisis matemático se sabe que la en- 
volvente forma parte de la curva C-discriminante (abre- 
viadamente CCD) determinada por el sistema de ecuacio- 
nes 


Oix, y, C)=0 
396.4 C) 0 (5) 
DUO ш 
Una rama de la CCD es envolvente cuando en ella se 
cumplen las condiciones siguientes: 
1) Las derivadas parciales 22 y * existen y sus 
módulos están acotados: 
ЭФ 


дФ 7 
[Elsa TA © 
donde M y N son constantes; 
д® 9% 
2) e 0, о sino 32 540, m 


Observación 1. Las condiciones 1) y 2) sola- 
mente son suficientes, por lo cual, pueden ser envolventes 
también las ramas de la CCD en las que no se cumple 
alguna de estas condiciones. 

Observación 2. En el caso general, el p-discrimi- 
nante contiene: 

1. A la envolvente (E). 

2. Al lugar geométrico de los puntos de contacto al 
cuadrado (C*). 

3. Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (o de 
retroceso) (R): 


А,= Е.С. В. (8) 
El C-discriminante contiene: 
1. A la envolvente (E) 


2. Al lugar geométrico de los puntos anocdales al 
cuadrado (4?). 
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3. Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (o de 
retroceso) al cubo (R°): 


=... © 


Entre todos los lugares geométricos solamente la envol- 
vente es solución (singular) de la ecuación diferencial, 
Esta figura tanto en la curva p-discriminante como en la 
curva C-discriminante a la primera potencia, circunstancia 
que facilita la averiguación de la solución singular. 


Ejemplo 1. Hallar las soluciones singulares de la ecua- 
ción diferencial 


2000 +2) — ху" =0. [n 
Solución. La solución singular, si ésta existe, se 
determina por el sistema: 


y 3-2) x^ —0 (2) 
2y—2xy/—0]" 
donde la segunda ecuación (2) se ha obtenido de la (1) 


derivando con respecto a у. Eliminando у se obtiene la 
curva p-discriminante 


a áxy 0, (8) 
que se descompone en dos ramas: 
y=0 (за) 
y 
y=-4x. (3b) 


Reemplazando nos convencemos de que estas functiones 
son soluciones de la ecuación (1). 

Para determinar si las soluciones (За) у (3b) son sin- 
gulares o no, hallamos la envolvente de la familia 


Cy—(C—x)=0, (4) 


que representa la integral general de la ecuación (1). 
Не aquí el sistema para la determinación de la curva 


C-discriminante 
Су—(С—х =0 ) 
y—2(C0=x=0f* 
Eliminando С entre estas ecuaciones, obtenemos: 


y +4xy=0 


[2] 


o bien, у= 0 e y = — 4x, lo cual coincide con (За) y 
(3h) Como en las lineas (3a) y (3b) se cumplen las con- 
diciones (6) y (7), hacemos la conclusión de que las lineas 
y == 0 е y = — 4х son envolventes y, por lo tanto, (3a) y 
(8b) son soluciones singulares de la ecuación dada. 

Las curvas integrales (4) son parábolas у =E=}, 


mientras que las líneas у = 0, y = — 4х son las envol- 
ventes de esta familia (fig. 17). 


Ejemplo 2. ala ma 
Derivando (1) con respecto a y”, resulta: 
Фу =0. 2) 
Eliminando y’ entre (1) y (2), obtenemos: 
2-0. (3) 


El eje de ordenadas es la curva discriminante, Esta по es 
una curva integral de la ecuación (1), pero según el es- 


Fig. 17 Fig. 18 


quema (8), puede representar el lugar geométrico de los 
puntos de contacto de las curvas integrales. 
Las soluciones de la ecuación (1) son las parábolas 


y=é4+C, у=—+С (4 


y las curvas diferenciables que se pueden formar con sus 
partes (lig. 18.) 
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En la fig. 18 se observa que la recta x = 0 verdadera: 
mente es el lugar geométrico de los puntos de contacto de 
las curvas integrales de la ecuación (1). 


Ejemplo 3. 
010—304 y). 0) 
Hallemos la CPD eliminando у’ entre el sistema de ecua- 
ciones; 
a зе Ви а e 
24 (2-3y*=0)" 
Resulta; 


(2— 3f (1 — y)=0. (3) 
Transformamos (1) a la forma 


y hallamos la integral general 
У — у 0) (4) 
Eliminando C entre las ecuaciones del sistema 
yü-p-(-crao © 
2(x—C)=0 
hallamos la CCD: 
y —y=0. (6) 
Así, pues, de (3) y (6) obtenemos: 
A,=(1— y)(2— Зи}, 
A m — 00. 


El factor 1 — y está elevado en el p-discriminante y en el 
C-discriminante a la primera potencia y representa la en- 
volvente. Por lo tanto, la función y = 1 es una solución 
singular de la-ecuación diferencial (1). Sustituyendo di- 
rectamente nos convencemos de que y = 1 satisface а la 
ecuación, 

La ecuación 2 — 3y == 0, que está elevada a la segunda 
potencia en el p-discriminante y que no figura en el C-dis- 
criminante, representa el lugar geométrico de los puntos 
de contacto (C?). 


та 


Finalmente, la ecuación y = 0, que está elevada а la 
segunda potencia en el C-discriminante y que no figura 
en el p-discriminante, representa el lugar geométrico de 
los puntos anocdales (А?) (fig. 19). 


Ejemplo 4. Dada la familia de curvas integrales 
“—(х+сў=0 (0 


de una ecuación diferencial de primer orden, hallar vna 
solución singular de la misma. 


M 


Fig. 19 


Solución. Hallamos la curva C-discriminante: 
(+9 +0 


–зе+сј=о e 
Eliminando aquí C, resulta, 
y-9. [7] 
Como en la recla y == 0 no se cumple la condición (7), 
y pues, еп virtud de la ecuación 
а W a(r +00, 

y en virtud de la ecuación (3), 

Fig. 20 = 

y 2y 0, 


la recta y = 0 es el lugar geométrico de los puntos múl- 
tiples de la familia (1) о con más precisión, de los puntos 
de retroceso (véase la fig. 20). 

Pero, a la vez, este lugar geométrico de puntos y = 0 
es también la envolvente de la familia (1), pues, en cual- 
quier punto (— C, 0), tanto рага la recta y = 0 como 
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para la parábola semicübica у = (х m 
la igualdad de sus coeficientes angulares y/|.— -c = 
or consiguiente, la función y — 0 es una solución sin- 


gular de la ecuación diferencial y = 27 y”, para la cual, 
la familia (1) es la integral general. 


Ejemplo 5. Hallar la solución singular, partiendo de 
la ecuación diferencial 


se cumple 


ху? — 2yy' +4x=0 (0 
y de su integral general 
$ == 20 (у — 2C). (2 
Solución. Eliminemos C entre las ecuaciones 
20 (у — 2С) – х2 =0 У 
2y—20)-4C0=0 | e 
Obtenemos: 
Par m0. 
o bien, 
ум = 2х. (4) 


Ambas rectas (4) son lineas integrales de la ecuación (1), 
por lo cual las funciones y == 2x e y == — 2x son solucio- 
nes singulares de la ecuación (1). 

En los siguientes ejercicios hay que hallar las solucio- 
nes singulares, si éstas existen: 


303. (1 + y^) y — Ayy’ — 4x =0. 

304. у“ — 4y —0. 

305. y^ — Ахуу' + 8i —0. 

306. у“ — 2-0. 

307. y = У + а ¿Para qué valores del parámetro а 
sta ecuación solucion singular? 

. (Qu^ + y + 335 (xy! — 20) — 0. 

. y (y — 2xy'Y == 2y". 

310. 8y” — 124” = 27 (у — х). 

зп. (= 1 = 


eun [Л 


Mediante el C-discriminante, hallar las soluciones sin- 
gulares de las ecuaciones diferenciales de primer orden, 
sabiendo sus integrales generales, 


312. y=xy' + y^; yo Cx + Се. 

313. (y +y} = y (С х) —C. 

зм. gy + 9=k Сй. 

315. y —yy его; y Ce +. 

316. 3xy"—6yy +x + 2y =0: х +C(x-—3y) + С?==0, 
317. у= xy! + Мау + 65 ym Cx VTC F. 


$ 12. DIVERSOS PROBLEMAS 


Integrar las siguientes ecuaciones: 

318. (y — И) dx + (2x4? — x — ay!) dy = 0. 

319. y (x — y} +1. 

320. xsen x + y’ + (sen x — x cos x) y = sen x cos x — x 
321. LL + ycosx=p"sen 2x n # 1. 

322. (0 — Злуђ dx + (y? —3х у) dy =0. 

323. (5xy — 402 — 6x) dx ++ (y? — 8xy + 2,51") dy = 0. 
324. (Bxy? — xt) dx + (307) — 64? — 1) dy — 0. 

325. (y — x^ nx) х + xdy —0, n9: 

326. (2xye" — x sen x) dx + e? dy =0. 

327. Зуи. 


328. Уи. 


329. x* + ху — 3x + у". 


880. 4х3 ах + (х* — 2x5y — 1) dy=0. 
331. xy у! — =>. 
ах _ dy 
382. тур зр" 
333. (2x — 1) y — 2y =. 


384. (x — у +3)dx + (3х +y + 0) dy e 0. 


335, y! + cos =. = cos 


ху 
zt. 
336. y (8: — 2x) — y (6x — 2) +È (9x — 4) =0. 


387. хи — p 
338. у’ (ах -Fby +c), ba, ab» 0. 


339. ( чек (1 3) 41 =0, Ya =l 
340, (x? + y!) dx — xy dy =0. 
841. (x—y+2)dx+(x—y+3)dy=0. 
342. (xy! + y) dx — x dy =0. 
343, (x° + y? + 2x) dx + 2y dy =0. 
344. (x — (f — у + 1) dx — (y + 1) GP + х + D dy. 
345. (x —2xy —y) y 4+7=0. 
346. y cos x dx + (2y — sen x) dy =0. 
347. y — L— etw, 
348. 2 (x5 + 23 — yx) dx + (f + 233g — 1) dy =0. 
349. yy аду — у, n —2 
350. (VTF + ny) dx +(VTF пл) dy — 0, 
Y lu =. 
351. (3(x + y) + ay —4 (x + y) +07 
352. ax yy” 4- (2 — af — b) y — xy —0, 
(la sustitución x*2s, Ид. 
353. (x — y) dx + 2xy dy — 0. 


$ 13, ECUACIONES 
DIFERENCIALES 

DE ORDEN SUPERIOR. 
REDUCCION DEL ORDEN 
DE LA ECUACION 


Las ecuaciones diferenciales de nuéstimo orden tienen 


la forma 
Р(х, yy, у" у") =0. (0 
о, despejando je, 
ym, y. Vs uns к=). @ 


Subsiste el siguiente teorema de existencia y unicidad 
de la solución de la ecuación diferencial (2). 


Teorema. Si en la ecuación (2) la función f(x, y, Y, 
J^, „+, F9), cumple las siguientes condiciones: 

a) es continua respecto de sus argumentos x, y, y”, 
Y"... у“, en un recinto D de variación de los mings, 


b) tiene derivadas parciales continuas 2L, 21 

way" 

P я топ respecto а los argumentos y, ^, у”,... 

, ye-0'en el recinto D, entonces, existe y es única la 

ición y = Ф(х) de la ecuación (2) que verifique las 
condiciones 


A A (9) 


donde los valores x= xy у = Yy Y == Yi .... у") prn 
están comprendidos en el recinto D. 


Las condiciones (3) se llaman condiciones iniciales. 
mobles qué fene por objeto hallar la solución 
y = (х) de la ecuación (2) que cumple las condiciones 
iniciales (3) se denomina problema de Сашей; 
Para las ecuaciones de Segundo orden y” = : Hos y. Y), 
las condiciones iniciales son de la forma 


Jens И, Ин 


donde xo, yo, y% son unos números dados. En este caso, el 
teorema de existencia y unicidad tiene el sigulente signifi- 
cado geométrico: Por el punto dado Mo(xo, yo) del plano 
XOY pasa una sola curva integral que tiene una pendiente 
dada у. 

Se llama solución general de una ecpación diferencial 
(2) de orden n, el conjunto de todas sus soluciones deter- 
minadas рог la fórmula y == ф(х, Cy. Cs .... Cu), que 
contiene n constantes arbitrarias Ci. Cs, C, tales que, 
dadas las condiciones iniciales (3), existen unos valores 
Cu Съ... Ca de modo que у = (x, Ci, бы... Cr) sea 
la solución de la ecuación (2) que cumple las condiciones 
iniciales. 

Cualquier solución, obtenida de la solución general 
para valores asignados de las constantes arbilrarias 
Cy, Са ...„ Cm se llama solución particular de la ecuación 
diferen 

Una relación de la forma. 

Dix, y, Су Ca С,)=0, 
que determina en forma implicita la solución general de 
la ecuación diferencial se llama integral general de la 
misma. 

Asignando a las constantes Ci, Ca, ..., С» unos valores 
numéricos admisibles concretos, obtenemos una integral 
particular de la ecuación diferencial. 

La gráfica de una solución particular o de una integral 
particular se llama curva integral de la ecuación diferen- 
cial considerada. 


Ejemplo, Demostrar, que y = Сух + Су es la solución 
general de la ecuación diferencial y” = 0. 
Solución. Demostremos que у == Сих + С; satisface 
a la ecuación dada, En efecto, tenemos у = Су, y” 
Supongamos ahora que se dan unas condiciones inicia- 
les arbitrarias Y lu, = Yo Y La, == Yy Demostremos que 
las constantes C y C; se pueden elegir de modo que 
у = Сах + C; cumpla estas condiciones, Se tiene 
у= Сх +С, у 
Poniendo х = хо, obtenemos el sistema 
T REG] 
«4-6 К 


del que univocamente зе determinan C =y, y C,— 
= Yo — хуй, Por lo tanto, la solución y = у (x — x) + Y, 
cumple las condiciones iniciales asignadas. Geométrica- 
mente, esto significa que por cada punto Мо(ко, yo) del 
plano XOY pasa una sola recta que tiene una pendiente 
lada. 7 

Evidentemente, una sola condición inicial, por ejemplo, 
Y loz, И determina un haz de rectas con centro en el 
punto Mo(xo, Yo), es decir, una sola condición inicial по 
es suficiente para garantizar la existencia de solución 
única. 

Demostrar en los siguientes ejercicios que las funciones 
dadas son soluciones de las ecuaciones indicadas: 

354. y=e"*(3cosx—2senx), y”+2y+2y=0. 

355, y=e"*(C,cos2x-+C,sen2x), y" — 407 + Ву =е0. 

356. у == x(senx—cosx) у’ y =2 (cos x + sen x). 

857. y == (C, + Cjx)e7*, у" -- 6у' + 9y 0. 

358. узе хіп х, xy" 2. 

359. r= Hy, yy" m Sy. 

360. x+C=e"", y" — y^. 

361. x=y+Iny, yy" y^ — y" 0. 

39. y=C +G f Hat, xy + — 0. 

i 


363. yart | Za («> 0), 
Py Hy ++ ин. 

364. весла + сах f t (х>1), 
Pity — кїп z-y + их Dg 0. 


x=t(2Int=1)+C, 

as. Camia O иаи). 
х=6+ђе+6, P 

А } ye (y + 2) =1. 


x=C,+C, (1 — $ sen 2) 
1 — C sent 


367. | 90 — ду =1 +, 


П 3 
хит 


368. Q0 y^-3yy" +30. 


1 3 
к=з! +77 


Verificar que las funciones dadas son las soluciones 
generales de las ecuaciones correspondientes: 


369. y=C,senx+Cacosx, — y" +y=0. 
370. y=} (Cie + Се“), xy" +2y'— zy =0. 
371. у= Сух Сах, ар In x) y” + xy’ 
372. y Убу ROS w" фи =L 
378, rm RO. y” + буу =0. 

374. х БС. Insen(y C). — mr e). 


375. ym Cc + ax | dl, 


5 
хзепх-у" — xcosx: y’ +cosx-y=0. 


Verificar que las relaciones dadas son integrales (ge- 
nerales o particulares) de las ecuaciones indicadas: 

s (е Сиси, A 

377. 101 А), yy =l. 

378. sen(y — C) meno, ym (1407). 

379. Cix C; (Су — 1), yy” m b yf. 


380. yIny m x + f e dt, уп + Ing) y + у" == ге“. 
à 


REDUCCION DEL ORDEN DE LA ECUACION 


Señalemos otros tipos de ecuaciones diferenciales que 
permiten reducir el orden. 


1. йм = fix). 
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Ds de integrar n veces obtenemos la solución ge- 
егај 


у=]... [дах O AO + 


СС, 


Il. La ecuación no contiene la función incógnita y sus 
derivadas hasta el orden & — 1 inclusive: 


F (x, уз, gen, gf) m 0. 


Se puede disminuir el orden de la ecuación haciendo la 
sustitución y^ (x) == р(х), después de lo cual la ecuación 
toma la forma 


Р(х, p, p’, ..., p) =0. 


De esta ecuación determinamos p=/(x, Ci, Съ... Cod 
siempre que esto sea posible, y hallamos después y de la 
ecuación yW=f(x, Ci, Cs ..., Cu.) integrándola k 
veces, 

Ill. La ecuación no contiene la variable independiente 


F(y, у y”, о m0. 


La sustitución у’ = р permite reducir el orden de la 
ecuación en una unidad. En este caso se considera p como 
una nueva función incógnita de y: p = p(y). Expresamos 
todas las derivadas y’, y”, ..., И") mediante las derivadas 
con respecto a y de la nueva función incógnita у" 


di 
к==р, 
др _ do dj E 
та 
4) 4 dp) а; dip dy? 
Eege = +). ete 


Poniendo estas expresiones en la ecuación en lugar de 
Y y’, гоа Yi, resulta una ecuación diferencial de orden 
n 


ТУ. La ecuación 
Р(х, y, у", een 079) 0 


es homogénea respecto de los argumentos y, y^, y”, ... 
trea ит, О Sea, 
F(x, ty, ty tyi e PF (x, у, sess P) 
Se puede disminuir el orden de esta ecuación haciendo 


la sustitución 
к= eS ze 


donde z es una nueva función incógnita de x: z == z(x). 

V. La ecuación es tal, que al escribirla mediante dife- 
renciales 

F(x, y dx, dy, d'y, ..., 4 

resulta que Р es homogénea respecto de sus argumentos 
x, y dx, dy, d'y, . .., чу, donde se supone que x y dx son 
de primer grado e y, dy, d'y, etc, de grado m. En estas 
condiciones, # será de grado m— 1, ЧУ de grado 
m —2, eto, 

Pata reducir cl orden de la ecuación se hace la susti- 
tución 


хеб, y= u, 


Como resultado obtenemos una ecuación diferencial entre 
u y ( que no contiene a £ explicitamente, la cual permite 
reducir su orden en una unidad (caso Ili). 

AI resolver el problema de Cauchy para las ecuaciones 
de orden superior es conveniente determinar los valores 
de las constantes C, durante el mismo proceso de resolu- 
ción y no después de haber hallado la integral general de 
la ecuación. De este modo, resulta más rápida la resolu- 
ción del problema, pudiendo ocurrir también que se simpli- 
ique considerablemente la integración, puesto que las 
constantes С, tienen ya valores numéricos concretos. 
Cuando las constantes C, son arbitrarias, la integración 
resulta más difícil y a veces suele ser imposible expresar 
la integral por funciones elementales. 

Como ejemplo, veamos cl siguiente problema de 


Cauchy 
gem ући! „= 
Poniendo у’ = p, obtenemos 
э — 2j, de donde р’ ИС о bien Z-yyG. 
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Separando las variables, hallamos 
у 
кб | Ut C) dy. 
En el segundo miembro de la última iguidad resulta una 
integral de una diferencial binomia. En este caso, т == 0, 


n=4, p=— y. 0 sea, es un caso no integrable. 


Por consiguiente, esca integral no se expresa en forma 
de combinación finita de funciones elementales. No obs- 
lante, empleando las condiciones iniciales, resulta Cy = 0. 


Por lo tanto, Z^ =, de donde, teniendo en cuenta las 


condiciones iniciales, hallamos finalmente y = ~ 


He aquí unos cuantos ejemplos de casos distintos de 
reducción del orden de la ecuación diferencial. 


Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
y" = sen x + cos x. 


Solución. Integrando sucesivamente la ecuación 
dada, resulta 


y” — — cos x + sen x + C. 
y'= — sen x — cos x + Cix + Сь 


у==соз x — sen x + С, СС. 


Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación, 
pumas 
y señalar la solución que cumple las condiciones iniciales 
uM 


Solución. Integrando esta ecuación sucesivamente 
tres veces, hallamos 


= офа, 
Ir? x — In x + Cix - Cs. @) 


у=—{1®х+ С, + Cot + Ca 


Busquemos la solución que cumple las condiciones ini- 
ciales dadas. Poniendo en (1) los datos iniciales, obtene- 
mos 


S 66-0 
с+б,=1 
—140,=2 
De donde С, =3, C, = — 2, С, == + La solución buscada es 


у= а-у. 

Ejemplo 3. Resolver la ecuación 

у" = VIEW. 

Solución. La ecuación no contiene la función in- 
cognita y y su derivada, por lo cual, hacemos y” ар. 
La ecuación toma ahora la forma 

de 
LVF’. 


Separando las variables e integrando, obtenemos 
q 30-220 
Sustituyendo p por y” resulta 


Integrando sucesivamente, se tiene 


жс, trito с, +) 
y EAT Qe, сы, 
o bien 
g e sh(x + C) + Cox + Су 
Ejemplo 4. Resolver la ecuación 
xy! уу 0. 


Solución. La ecuación no contiene la función in- 
cógnita y sus derivadas hasta el tercer orden inclusive. 
Por esto, haciendo yY == p, resulta 


4 
x —p-0. 
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De donde 
реби, И“=Сүх. 


Integrando sucesivamente, hallamos 
y" =C +, 
ym C X + Си +С 
RAE PATE 


y=0 ъа +G% + би 6, 
o bien 


yal + быз + буз + С + Су 
donde 


=$ =. б,=. 
Ejemplo 5. Resolver la ecuación 
y + у" e en, 
Solución. La ecuación no contiene E variable т- 
dependiente x. Haciendo y'— p, у” =p 2P., obtenemos 
la ecuación de Bernoulli 


de 
чу to =e, 
Con la sustitución р? = 2, ésta se reduce а la ecuación 
inea 
+ 22 == 4е-», 
cuya solución general es 
z 


40-9 4 Си“. 
Sustituyendo z por p?=y”, obtenemos 


dba узет бе. 


Separando las variables e Integrando, resulta 


х+б= ж-т VEG. 


De aqui que 


eO (x CY, 
donde 


с 
=“. 
Esta es la integral de la ecuación dada. 
Ejemplo 6. Resolver la ecuación 
хуу" =(у — xy Y. 
Solución. La ecuación es homogénea respecto de y, 


yl, y”. Con la sustitución у=е/”©, donde г es una 


mueva función incógnita de x, el orden de la ecuación 
se disminuye en una unidad. Se liene, 
y munit, yra hrel, 
Poniendo en la ecuación las expresiones de y, Y, 9”, re- 
sulta 
Pr eet Er (ul te уде! tiny 


Simplificamos por е? 1795: 


e(z + 21 (1 — ха, o bien, xtz' +2x2=1. 


Esla ecuación es lineal. Su primer miembro se puede es- 
cribir en la forma 
[4 


*+Cp 


De donde 


o bien, 


1+4. 
Hallamos la integral 
[г4х= f (4+ Se) axi Ч тСь 
La solución general de la ecuación dada es 
pen 
у= ‚ о bien, ye Cate У. 
Además, la ecuación tiene la solución trivial y = 0. 
Ejemplo 7. Resolver la ecuación 


ay = (y — ху. 


Зан S inc, 
a а 


Solución. Demostremos que esta ecuación es homo- 
génea generalizada. Suponiendo que x, у, y”, y” son de 
grado 1°, m-ésimo, (т — 1)-ésimo у (т — 2)-ésimo, res- 
pectivamente, e igualando los grados de todos los tér- 
minos, obtenemos 

3+(m—2=2m, о 


de donde m == 1. La resolubilidad de la ecuación (*) es 
la condición de la homogeneidad generalizada de la ecua- 
ción. 

Hagamos la sustitución 


пене, mur. 
Сото 
Ж ү 
dy A и)" 
т Го" 
я 
d (di du, de 
ey (x) атъ 
= 2 
di 


después de simplificar por el factor еї Ja ecuación dada 
toma la forma 
Фи du duy 
Arm). 
Poniendo Le =p, Fë =p 42, obtenemos 
Prop. 
De donde p=0, о bien, 241 = p, 
Integrando la segunda ecuación, resulta 


р=1+Сүё*, о bien, S = 14 Ce". 


La solución general de esta ecuación es 


Volviendo a las variables x e y; obtenemos la solución 
general de la ecuación dada 


А 
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Nota. El caso р = 0 nos да и == С, o bien, у == Сх, 

solución particular que resulta de la solución general para 


Cy=e"", Стад, 
Integrar las ecuaciones: 
381, y" == хе“, y (0) = y’ (0) = y" (0) =0. 
382. ИУ = х, 
383. у — хіп х, y()=y'()=y"(1)=0. 
384. y" = x + cosx. 
385. y" eR (1) = y (D) y" (1) =0. 
386. у" — 5y' + 6==0. 
387. (1+ x) y фу“ + 1 ==0. 
388. y” — дугу + 3 =0. 
389. xy" y In. 
390. y^ ori 
391. y py um 
392. y" (1 ria. 
893. х= у" + 1. 
394. 4у' + y" = Axy". 
395. y^ — у" m (EJ. 
396. y" (y +20 = 1. 
397. А 
398. у" — VTF. 
399. y"=y'Iny; yl. =0, Y „=1. 
400. 2у”1пу/ = у; yl m — 667 у Lime 
401. y” фу Vy 1=0; y hoa m =.. 
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Jus 


418. 
419. 
420. 
421. 
422. 
423. 
424. 
425. 
426. 


427. 
428. 


‚ Фу” y% yd, =I2— 1, y =— 1. 
xy + у"—х—1=0. 


„ уу” — 3y” e 0. 

ayy + X. 
at" 4 2e == 1. 

. VTZ у + VIZ y =. 

и Пу’ E. 

ии. 

. yy! — ^ 10. 

‚ 3y'y” —2y; y (0) = у' (0) = 1. 


„ у" == aer. 


dial 


4Уу 


= 
Symm y ?. 


. dp = 2yy". 


gu! = — 1, y()=1, y (0. 
Y: y) m Y 0) 1, =, 
y'a m 
yy m y^ 


y" — e, y (0) =0, y'(0)=1. 

Фуу” — Зу? = Ay. 

gta y^. 

xy fy" — 17) — ^ m 

“y = (уф ху), y (my (o1. 

y y +29 =O; yl =N, у „= 
иу". 

y" — (Le y^. 

y (+2Iny)=1 y La m0. Y Vul. 


429. y ADEE — Vi y ium ens и — 
490. jy" — Sg y 723^ + "=. 


431. Hallar el tiempo que necesita un cuerpo para caer 
a la Tierra desde la altura de 400000 km (aproximada- 
mente, ésta es la distancia desde la Luna hasta el centro 
de la Tierra), si la altura se mide desde el centro de la 
Tierra y el radio de la misma es 6400 km, aproximada- 
mente. 

432, Hallar la ley del movimiento de un punto mate- 
rial de masa m que se mueve por una recta OA debido a 
la acción de una fuerza repulsiva que es inversamiente 
proporcional al cubo de la distancia del punto х= ОМ 

asta el centro inmóvil O. 

433. Un cuerpo de masa m cae desde una altura con la 

velocidad о. Durante la caída, el cuerpo experimenta una 
resistencia que es proporcional al cuadrado de la veloci- 
dad. Hallar la ley del movimiento del cuerpo. 
434. Hallar una curva que pase por el origen de coordena- 
das, de modo que el área del triángulo formado por la 
tangente a la curva en uno de sus puntos, la ordenada del 
mismo punto y el eje OX, sea proporcional al área del 
trapecio mixtilineo formado por la curva, el eje OX y la 
ordenada de este punto. 

435. Hallar la curva cuyo radio de curvatura es cons- 
tante. 


$ 14. ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
LINEALES DE ORDEN л 


1. INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS FUNCIONES. 
DETERMINANTE DE WRONSKY (WRONSKIANO) 


Sea dado un sistema finito de n funciones gi(x), 
Ya(%), .... Ya (X), definidas en el intervalo (а, b). Se dice 
que éstas son linealmente dependientes еп el intervalo 
(а, b). si existen unas constantes c, аз, .... ал, no simul- 


ran я 


táneamente iguales a cero, tales que para todos los valores 
de x de esle intervalo se cumple la identidad: 


y (х) + ау... 4 anya (0) 


Si esta identidad se cumple solamente para a, = аз ==. 
+.. = ал == 0, se dice que las funciones yi (x), ya(x) 

y» (x) son linealmente independientes en el intervalo 
(a, b). 


Ejemplo 1. El sistema de funciones 1, х, ха, x? es И. 
nealmente independiente en el intervalo (~ с, +00). En 
efecto, la igualdad ол-1 + asx 4- aax? + пух? == 0 puede 
cumplirse para todos los valores de x ex (—co, 4-00) sola- 
mente cuando оң = оз = оз = а, = 0. Si al menos uno 
de estos números es diferente de cero, en el primer 
miembro de esta igualdad tendremos un polinomio de gra- 
do no superior al tercero; éste puede converlirse en cero 
по más que para tres valores de x del intervalo conside- 
rado 


Ejemplo 2. El sistema de funciones ебх, ейи, сва, 
donde kı, ke, ka son distintos dos a dos, es linealmente in: 
dependiente en el intervalo — со < x < + со. 

Supongamos, por el contrario, que cl sistema dado de 
funciones 'es linealmente dependiente en este intervalo, 


Entonces, 
пел аен joto ms 0 (a) 
en el intervalo (— со, + oo), siendo distinto de cero al 
menos uno de los nümeros ai, аз, еа as 0, Divi- 
E ambos miembros de la identi (A) por e*^, re- 
suita 
mer Q 
Derivando (1), obtenemos 
оаа e) ево: pas (y — Веће 


0. (2) 


Dividiendo ambos miembros de la identidad (2) рог 
elho, se tiene 


аы ki) + ts (a — ki) elo ша, [7] 


Derivando (3), obtenemos 
а: (ky — ki) (ks — А) е0 ғ =0, 


lo cual es imposible, ya que аа з60, por la hipótesis, 
В, fe ly ЊЕ ka y er чё 0. 

La hipótesis sobre la dependencia lineal del sistema 
dado de funciones nos conduce a una contradicción, Por 
consiguiente, este sistema de funciones es linealmente in- 
dependiente en el intervalo (— co, + со), o sea, la iden- 
tidad (A) se cumple solamente cuando сл == a = да == 


Ejemplo 3. El sistema de funciones e% sen fx, 
езх cos fx, donde В эё 0, es linealmente independiente en 
el intervalo — со < x < + со. 

Delerminemos unos valores оң у ва de modo que se 
cumpla la identidad 


ае°* sen Вх + азе cos fix == 0. (a) 


Dividiendo ambos miembros de esta identidad por e**»0, 
resulta 


a, sen fix + a; cos Вх sm 0. (2) 


Poniendo en (2) el valor x == 0, obtenemos oa = 0 y, por 
consiguiente, ал sen fx аш 0; pero la función sen Вх no es 
idénticamente igual я cero, por lo cual, a, = 0. La identi- 
dad (2) y. por lo tanto, la identidad (1). subsisten зоја- 
mente cuando ал = а = 0, o sea, las funciones conside- 
tadas son linealmente independientes en el intervalo 
— o < x < +=. 

Nota. En particular, queda demostrado que las fun- 
ciones trigonométricas sen Вх, cos Вх, son linealmente in- 
dependientes. 


Ejemplo 4. Las funciones senx, sen (*+-+). 


веп (2 — #}зоп linealmente dependientes en el intervalo 


(— о, + eo). 

Demostremos que existen tales números ал, ал. аз, по 
todos iguales a cero, que en el intervalo — oo < x < + со 
tiene lugar la identidad 


a, sen x + ш sen (x + 2) + ay sen (x—¿)=0. (A) 


т oo 


Suponiendo que la identidad (A) está cumplida, haga- 


mos, por ejemplo, x=0, х= +, х= 5. Entonces, ob- 
tendremos el sistema homogéneo de tres ecuaciones con 


tres incógnitas а, о, йз: 


a, sen $— asen $ =0 
0 
"ут 


a, + вазе E + озеп 31 =0 


+ озеп E + asen 0) 


El determinante de este sistema 


E х 
0 зеп зе 
1 За o 
E en 3 sen =. 
al e "тузе, 
зл 


Sa 
1 зеп и 


es igual а сего. 

Рог consiguiente, las soluciones del sistema homogéneo 
(1) по son nulas, o sea, existen tales números ај, й аз 
uno por lo menos, de los cuales difiere de cero. 


Para hallar estos ternos de números cy, аз, аз tome- 
mes, por ejemplo, las dos primeras ecuaciones del sistema 
1): 


a, sen у — a sen =0 
{ү tasen ра+ assen =0 
De la primera ecuación tenemos а, = оз; de la segunda, 
a = — 2605 Fay 


Haciendo ay==1 obtendremos la solución no nula” 
de este sistema (1) 


a ——2c5$. =l, а 
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Demostremos ahora que para estos valores de ај, a, a; 
la identidad (А) se cumple para todos losre 
Є (—оо, +00) *). Tenemos, cualquiera que sea x, 


a, senx +0, sen(x ++ 2) + a, sen (2 — Ф) == 
== — 2cos З sen x + 2 sen x cos =0. 


Por consiguiente, el sistema dado de funciones es lineal- 
mente dependiente en el intervalo — oo < x < + со. 
Nota. Se puede enunciar otro criterio de independen- 
cia lineal para el caso de dos funciones. Las funciones 
ф(х) y qalx) son linealmente independientes en el inter- 
valo (а, b) si la razón 800. по es idénticamente cons- 
P 
tante: 5:09. y const en este intervalo; si 318 шш const, 
las funciones serán linealmente dependientes. **) 
Ejemplo 5. Las funciones tg x y cig x son linealmente 
independientes en el intervalo 0 < х < 7, puesto que la 


igx 


razón дүү 


= tg’ x 96 const en este intervalo. 


Ejemplo 6. Las funciones sen 2х y senx cosx son li- 
nealmente dependientes en el intervalo — co < x < + oo, 


senza ay Эва TOSE 
puesto que la razón — 2225 ш 2398 £97 ша (en los 
puntos de discontinuidad de la función 22, esta 


razón se completa asignándole su “verdadero valor”, de 
modo que resulte una función continua). 


*) Se puede establecer la dependencia lineal de las funciones 
sens, sen (z+). sen (e) sámitiendo que ве (+) 
o O 


њена (а 
—2cos $ sen xm 0. 

+) También se puede señalar otro crilerio de dependencia Ninel 
de n funciones (n > 1): 

Las funciones i; (4). Jat ..-., Ya(x) son linealmente dependientes 
en el intervalo (а, B); si al menos una de eilas puede expresarse en ete 


intervalo como combinación lineal de las restantes, En caso contrario, 
el sistema de funciones es linealmente independiente. (Nota del T.) 


101 


Averiguar si las funciones dadas son linealmente inde- 
pendientes en su campo de definición. 


436. 4, x. 
437. 1, 2, х, д. 

438. x. 21, x 

439. 0%, хех, хех, 

440. sen х, cosx, cos2x. 

441. 1, senx, cos2x. 

442. 5, соз? x, sentx. 

443. cos x, соз (х + 1), соз(х — 2). 
444. 1, sen2x, (sen x — cos x)’. 
A45. x, aa" (x « 0). 

446. Iga x, ga (x0). 

447. l, arcsen x, arccosx. 

448. 5, arclg х, arcelg х 


449. 2л, aretg s, arcetg a. 


a 
450. 7,07 ега. 
$ 
а 
451. x, x [474 (> 0) 
^ 


Supongamos que las m funciones и (х), gal 
., ул (х) admiten derivadas hasta el orden (n — 2 El 
determinante 
тб) yl)... а (А) 
ио) ио) PAC) 


ке!) A a) 


se llama determinante de Wronsky (o wronskiano) de 
estas funciones. Obsérvese que, por lo general, el wrons- 
kiano es una función de х definida en cierto intervalo, 
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Wilyn Yo <<, = 


Para el caso de tres funciones, el wronskiano tiene la 


forma 
о) yb) 6) 
Wig m AAA) 
na qa q 
Ejemplo 7. Hallar el wronskianó de las funciones 
nie, а(х) ней, рз (х) ем. 


Solución. Se tiene 
ёх «м ом 


Vy, у p| titt hen Ren 
klete Бен Ше 
жечь и (ва — Ri) (ka А) (ha — В). 

Ejemplo 8. Hallar el wronskiano de las tunciones 


qi (Qm sen. р) sen ( + 5), и) = зп(х— 5 


Solución. Se tiene 
V luy Yo yal 
senx sen(e 2) sen(s— 


) 


=| cosx cos(x+3) о (2—4) |=0, 


— sen x — sen (2 +5) — sen (2— $) 


puesto que la primera y última filas del determinante son 
proporcionales. 

n los siguientes ejercicios se pide hallar el wronskia- 
no de los sistemas de funciones indicados: 


452. 1, x. 
453. х, =. 


454. 1, 2, №. 

455. £77, хет“. 

456. г", 2e*, e. 
457. 2, cos х, соз2л. 


458. senx, зеп(х +). 
459. arecos E, arcsen =. 


460. л, arcsen x, arccos x. 
461. 4, sen? x, cos2x. 
462. x, Inx. 
В 
463. 1, ет. 
464. e* sen х, e*cosx. 
465. e= sen 2x, e-?*cos2x. 
466. соз х, зепх. 


467. sen (4 — х), cos($ — 3). 
Sübsiste el siguiente teorema. 


Teorema. Si el sistema de funciones у(х), ya(x), ... 
s. Yn(x) es linealmente dependiente en el segmento 
[в, Ы, su wronskiano es idénticamente nulo en la, 8} 

Así, pues, el sistema de funciones sen х, зеп(х + Ж), 

a 


sen(x—¿) es linealmente dependiente en el intervalo 


(— co, + со) y, como fácilmente se comprueba, su wrons- 
kiano es igual а cero (véanse los ejemplos 4 48. 

Este teorema solamente indica la condición necesaria 
para la dependencia lineal de un sistema de funciones, El 
reciproco no se cumple, puesto que, el wronskiano puede 
ser nulo también cuando las funciones consideradas for- 
man en el intervalo un sistema linealmente independiente. 


Ejemplo 9. Examinemos las funciones 
9 si 0<х<: 

no) MÉ E 
(++), si т<х!, 
| (6—1). si oil 


х= 1 
0 si7<x<L 


пе grálicas tienen la forma que se muestra en la 
g 21. 

Este sistema de funciones es linealmente independiente, 
puesto que solamente para a = a; = 0 se cumple la iden- 
tidad an (х) + аауа(х) м 
== 0, En electo, conside- 
rándola en el segmento 
[0.7 ].obtenemos aus (o) = 
=, de donde a= 0, 
puesto que ўз (х) з 0; по 
obstante, en el segmento 

+. 1] se tiene аду (x)= 
ж= 0, de donde a, = 0, puesto que y(x) s& 0 en este seg- 
mento. 

Consideremos el wronskiano del sistema W [y,, yal. 


En el segmento е il 


Fig. 2 


Уи, и] = =, 
ELE 


en el segmento [7. 1] 


E 


Wiy, и] = 2-1) " =>. 
7 


Por lo tanto, W (yy, ya) == 0 еп el segmento (0, 1). 

En los siguientes problemas se pide demostrar que las 
funciones dadas son linealmente independientes y su 
wronskiano es idénticamente nulo. Construir las gráficas 
de estas funciones. 


X,  s-l«x«0 
ao a осе, 
9, "si —1 x0 


468. 
PM s 0<x<L 


la si 0<r<2 
S| æ, 1 2«x«4 


n 


= “ро, і 0«x«2 
= si 2«:«4 

1, si —2&x«0 

sels si 0«x«l, 
т. РА 0, si -2«x«0 
s u осе 


m. у), palk —1<x<1. 


Veamos un criterio más de dependencia lineal de un 
sistema de funciones. 

Supongamos que se considera un sistema de funciones 
iD, a(x). ..., Yn(x) dadas en el segmento [a, 81 


n 
Hagamos (и, и) = f wisi) dx (0 ]==1, 2, ..., п.) 
El determinante | 
(иь y) (Ys у)... (Y Ya) 


(ип, Yi) (Ин, Yo) >> (ar Ya) 


se denomina determinante de Gram del sistema de funcio- 
nes (им Gt 


Teorema. Pars que el sistema de funciones yi(x), 
а(х), ..., Ua (x) sea linealmente dependiente as necesario 
y suficiente que su determinante de Gram sea igual a 
сего. 


Ejemplo 10. Demostrar que las funciones Jj == х, 
ткт linealmente dependientes en el segmento 
0, 0*). 


аат) 
16 


Solución Setiene 


› ' 
(ил) = | Lares (ш) =ош) = [2d =3; 
à à 


П 
Wa m= [49 &= 
à 


=0, 


T (yn y)— 


вю o= 
cola әјә 


por consiguiente, las funciones yi(x) y у(х) son lineal- 
mente dependientes. 

472. Empleando el criterio expuesto, comprobar que las 
funciones en los ejemplos 438, 442, 444 son linealmente 
dependientes en el segmento [— л, л}. 


2. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE COEFICIENTES CONSTANTES 
Sea dada la ecuación diferencial 
ау" aya... ау 0, @) 
donde ao, а,,..., аа Son constantes reales. 
Consideremos la ecuación característica 
aj^ Бад! +... а, =0. (2) 
Supongamos que А.да... Эр son las raices de la ecua- 
ción (2), entre las cuales puede haber múltiples. 
Se pueden presentar los casos siguientes: 
н) А, Ае... An son reales y distintas. 


En este caso, el sistema fundamental de soluciones de 
la ecuación (1) tiene la forma: 


P, A, an, 
y la solución general de la ecuación homogénea es 
Се се +... + Се 


b) las raices de la ecuación caracteristica son reales, 
pero algunas de ellas son múltiples. 
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Sea, por ejemplo, 2 =% =1, de modo 
que Х es una raíz k — múltiple de la ecuación (2), mientras 
que todas las demás n — К raíces son distintas. 

En este caso, el sistema fundamental de soluciones 
tiene la forma 

~“, хе, xe, эө e ARS, ous eut 


y la solución general es 
quom C Сре p Cot e O 
Oud С; 

c) algunas de las raíces de la ecuación característica 
son imaginarias. 

Para fijar ideas, supongamos que А = а + iB: % = 
a— ip, ds = y + id, M == y — 10, B O, 6# 0, y que 
las demás raices son reales como, por la hipótesis, los 
coeficientes a, (i = 0, 1, 2, ..., п) de la ecuación (1) son 
reales, las raices imaginarias de la ecuación (2) son 
conjugadas dos a dos. 

п este caso, el sistema fundamental de soluciones 
tiene la forma 
e" cos px, е°* sen Вх, e*cosóx, e™ зеп àx, еч", e^ 
y la solución general es 
Ya = Сеч cos px + С sen Вх + Cae cos 8s + 
4 Се sen ёх + Се A 

d) si da = а + ip es una raíz k — múltiple de la ecua- 

ción (2) (k<-). entonces, ла = а — ip también será 


una raíz k— múltiple y el sistema fundamental de solu- 
ciones tendrá la forma: 


ебх cos Bx, е°* sen Вх, xe*cos B, xe% sen Вх, 
naa, RI cos Bx, x76" sen Вх, ehe 
Por consiguiente, la solución general es: , 
gy = Слем cos Ве + Ce? sen Вх + Сухе°* cos Вх + 
+ Cases sen Bx +... + Corina cos fix + 
Д Съ senpe Ca 4... Се". 
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de, 


Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
y” = 2y” — y 0 
Solución. шше la ecuación característica 
—3=0. 
Hallamos sus raíces: № = 0, A = 3. Como 


da 
éstas son reales y distintas, la mies "general tiene la 
forma 


Yy=C + Cie + Cae. 
Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 
y" 3" + y =0 
Solución. La ecuación característica tiene la forma 
PHM RAO 


De aquí hallamos: м = A; == — 1, 4a = 0. Las raices son 
reales. Una de ellas (precisamente А = — 1) es múltiple, 
de segundo orden, por lo cual, la solución general es: 


у: = Се" Сеет" + Cs. 
Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación 
y" + 4y” + зу =0. 
Solución, La ecuación característica 
AHAA + 13,0 
tiene las siguientes raíces: 
4=0, A==2-%, 3 —2-4 8l. 
La solución general es: 
и — C, + Caer cos 3x + Ce? sen 3x. 
Ejemplo 4. Hallar la solución genera! de la ecuación 
gy — 3y* ду" — Ay" + y —2y=0. 
Solución. La ecuación caracteristica 
— 225-93 — 4M A 2—0 


(6 2902 4-1 — 0. 


о bien, 


liene las siguientes raices: A = 2 es pna raíz simple 
y À = x i es un par de raíces imaginarias de segundo or- 
den. La solución general es 


ж — Cie + (С, + Cox) cos x (C, + Cox) sen x. 

Ejemplo 5. Resolver la ecuación 

y +4y"+8y" + 8y' +4y=0. 

Solución, Formamos la ecuación característica 
244402 +89? 48) + 4 — 0, о bien, (A? -+ 2A 42 
Esta tiene las raíces imaginarias de segundo orden: 

м=м=-1—1, пмеме=—1+, 
y, por consiguiente, la solución general tiene la forma 
Ye == Cye7* cos x + Сет" sen x -- Csxe7* cos x + Сухе-* sen x, 
o bien, 
др = 67* (C, + Cox) cos x + е-*(С, + Сид sen x. 

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogé- 
neas conociendo sus ecuaciones características. 

473. P+ 91 4-20. 

474. 23 — 3 —5—0. 

475. (a+ NA + 2) 0. 

476. (241% =0. 

477. 30. 


Formar las ecuaciones diferenciales lineales ћотој 
neas si se conocen las raíces de sus ecuaciones caracteris- 
ticas y escribir sus soluciones generales. 


418. M= l, м=2. 

479. X —l, Aul. 

480. 4,3 — 2i, 34 84-2. 
481. 4 — 1, м=1, а. 


Formar las ecuaciones diferenciales lineales homoge- 
neas si se dan sus sistemas fundamentales de soluciones. 
482. e-*, e*. 


483. 1, e*. 
по 


484. 27%, xe7tr. 

485. sen3x. cos3x. 

486. 1, х. 

487. еч, e, e 

488. е", хе", Pet 

489. еч, хеч, e". 

490. 1, x, e. 

491. 1, senx, cosx. 

492. е, senx, coss. 

493. 1, e-*senx, e-* cosx, 

Integrar las siguientes ecuaciones: 

404. y"—y=0. 

405. Зу” — 207 ~ 8y =0. 

496. y" — Зу” + 3/ — у=0, 
yO)=t, y(0)=2 y"0)=3. 

497. у" + 2у' +y=0. 

498. y” — 4у' + 3g = 0. 
y(0)=8, у'(0)-=10. 

499. y” + 6j" + Ily’ + бу 0. 

500. у” — 2y' — 2y =0. 

501. y" 42y + y” ==0. 

502. dy” — Ву’ + 5y =0. 

503. y” — 8y =0. 

504. ум + 4g" + 10y” + 124 + 5y =0. 


505. y” — 2у' + гу=0, y(0)=0, y'(0)=1. 


506. y"—24'+3y=0, y(0)=1, y (0)= 
507. y + 2y” + Ay" —2y'—5y=0. 

508. yY + Ay + 5у"" —бу'— Ay 
509. y" + ду" — y’ — 2y =0. 

510. 
ви. 
512. 
513. 
514. 27 — 3y” + y'=0. 


ш 


3 ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
(О COMPLETAS) DE COEFICIENTES CONSTANTES 


Sea dada la ecuación diferencial 
ag a + ay mf (x) (1) 


de coeficientes constantes reales ао, а, ..., ал. 

La solución general de la ecuación homogénea (1) 
(llamada también completa) es igual a la suma de la so- 
lución general de la ecuación homogénea correspondiente 
y de cualquier solución particular de la ecuación no ћото- 
génea. 

La solución general de la ecuación homogénea corres- 
pondiente se halla según las reglas expuestas anterior- 
mente en el apartado 2. Рог lo tanto, el problema de la in- 
tegración de la ecuación (1) se reduce al problema de la 
búsqueda de una solución particular yp de la ecuación по 
homogénea. En el caso general, la integración de la ecua- 
ción б) puede realizarse por el método de variación de 
las constantes arbitrarias. No obstante, cuando los segun- 
dos miembros tienen una forma especial la solución par- 
ticular puede hallarse con mayor facilidad por el método 
de selección. 

Para que sea posible emplear el método de selección, 
el segundo miembro f(x) de la ecuación (1) tiene que te- 
ner, en el caso general, la forma: 


FG) == ех P, (х) cos Bx + Фа (x) sen Вх], (2) 


donde P, (x) y О»(х) son polinomios de grado n y m, res- 
pectivamente. En este caso, se busca una solución parti- 
cular уу de la ecuación (1) de la forma 


Yp = х'е°*|Ё, (x) cos x + б, (x) sen Вх], (3) 


donde k — max (m. д), Pato y ©, (x) son polinomios en x 
de grado k, de coeficientes indeterminados, y s es el orden 
de multiplicidad de la raíz à = а = iB de la ecuación ca- 
racterística (з = 0, si a Æ ifi no son raíces de la ecuación 
característica). 

Si el segundo miembro f(x) representa una suma 


1 
19 — Хай (9, ө 


n2 


donde f(x) son de la forma (3), en virtud del principio 
de superposición se busca una solución particular уу de 
la ecuación (1) de la forma 


А 
= Eun, 
He aquí un cuadro sinóptico'de las formas de solucio- 


nes particulares para distintas formas de segundos miem- 
bros. 


Raices de la ecuación: 
РЕЯ 


1. El número О по es Ри (2) 
raiz de la ecuación 


característica 
2, El número O es raíz жРа (x) 
de la ecuación carac» 
deristica de orden s 


П PG) 


1. EX número aes] Раи 
ratz nde lo кавай 
caracteristica 
Ри (0 255 
Ul ere) [2E nimeoa estan] Pn“ 


de la ecuación carac» 
lerística de orden $ 


1. Los números P no Py (x) cos Px+ 
s de la 
Ө e ¿| +0, (9 enfe 
ш Pa (х) cos Bx+ | 
EQ (x) зеп фк | 2 Los números. эй x! (Py (x) софи 
son raices de la 
ecuación caraclerís- ML 
lica de orden s 


1. Los números а = по | (Pa (x) cos бх+ 
son raíces de la Hy (к) вепра) ett 


iv ери (БЕН. Los números asip | xt (Pa (2) cos Brt 


son makes de с 
id 
fica de orden s 


rer из 


Ejemplo 1. Hallar la solución general de la ecuación 
yyy ут. 

Solución. La ecuación característica 23 —22 + 

2—1=0 tiene raíces distintas: м e l, № = — 


por lo cual, la solución general у; de la ecuación 
homogénea correspondiente es: 


Ya = Се" + С, cos x + C, sen х. 


Como el número 0 по es raiz de la ecuación caracte- 
rística, se debe buscar la solución particular ур de la ecua- 
ción dada de la forma 

gom Av + Ах + А, 
donde A. Az, Аз son, por ahora, coeficientes indetermina- 
dos. Para hallarlos, se sustituye la expresión de уу en la 
ecuación dada, resultando 


А + ФА — A) х + (А; — 2А, — 
de donde 


oet 


A=-1 
2А,— AI 
A — 24 — А,=0 


Resolviendo este sistema hallamos: 
A=-1 4=-3, Ау=—1. 
Por consiguiente, la solución particular es 
y=-*-=3r1 
y la solución general de la ecuación dada tiene la forma 
у= Се" + Су cos x + Сувепх — it — 3x —1. 
Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 
у" = 192 + 6х. 
Solución. La ecuación característica 22—22 = 
tiene las raíces M == Аг = 0, Эз = 1, por lo cual, la solu- 


ción general de la ecuación homogénea correspondiente 
es: 


Jg m С. + Cox + Сих. 
i 


Como el número O es raiz múltiple de segundo orden de la 
ecuación característica, se debe buscar una solución раг- 
ticular de la forma 
Yo m (A + А,х + А) m Ах! + Ae Asi. 
Sustituyendo la expresión de ур en la ecuación dada, se 
tiene: 
— 1248 + (244, — 6А) x + (64, — 24;) = 100° + 6x, 
de donde 
— 124, =12 
24А, — 64, 
БА; — 2А, 
La solución de este sistema es: Auc — 1, А; = —5, 
а = — 15. Por lo tanto, 
Yy=- д — 550 — 15. 
La solución general de la ecuación dada es: 
у= C, + Ск E Cy" — х — 5х% — 1527, 
Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuación 
у" — бу’ + ду = 25e" sen x. 
Solución. La ecuación caracleristica A?— 6А + 
+9=0 tiene las raíces 2 == М = 3; la solución gene- 


ral yy de la ecuación homogénea es уу = (Су Сах) ез. 
Se busca una solución particular уу de la forma 


y) = е“ (a cos x + bsen x). 


Poniendo la expresión de ур en la ecuación y simplifican» 
do ambos miembros de ésta por e*, obtenemos 


(3a — 48) cos x + (4a + 3b) sen x = 25 sen x. 
De aquí resulta 


За — 4b 0 
da+3b=25 |" 
La solución de este sistema es: а == 4, b = 3. Por consi- 


guiente, 
y, — €^ (Acos x +3sen x). 


La solución general de la ecuación dada es: 
y= (Ci Сох) е + е* (4 соз x + 3 sen x). 
Cuando el segundo miembro f(x) contiene las funciones 
trigonométricas sen Вх y cos fx, resulta conveniente pasar 
a las funciones exponenciales, como se muestra en el si- 
guiente ejemplo. 
Supongamos que se necesita resolver la ecuación dife- 
sencial: 
y” + y= xcosx. 0) 
En este caso, 2 + 1 == 0, м == —1, 24 = i, у la solución 
general de la ecuación homogénea tiene la forma 
yy = C cos x + Са sen x. 
Se debe buscar una solución particular yp де la ecuación 
no homogénea de la forma 
gy Ах + A) cos x + (Bix + B) sen x]. 


posteen del modo siguiente. Consideremos la ecua- 
ción 


27 + г == хе“. (2) 


Fácilmente se observa que el segundo miembro de la 
ecuación inicial es la parte real del segundo miembro de 
la ecuación (2): 

x cos x == Re (xe'^). 


Partiremos del principio de que, si la ecuación diferencial 
de coeficientes reales 


ће +) 


tiene una solución y = u (x) + iv (х), entonces, u(x) es so- 
Jución de la ecuación Ци) = | (1), mientras que v(x) es 
solución de la ecuación L [у] = fa(x). 

Hailemos 2, para la ecuación (2) 


2p= (Ах + В) хе == (Ах? + Dx) e^, 

21 =24e'* + 2(24x + В) іе — (Ax + Bx) e. 
Sustituyendo en la ecuación (2) y simplificando ambos 
miembros рог e*t, tendremos: 

ЗА +4Ari+2Bi=x, 


us 


de donde 


ЗАТ, А=—+{. 


A+Bi=0, В=— 


Por lo tanto, 
гута Ре e 3 + х) coss isen i) 


orte: -£ 
ЕНА siens, 


хсозх + х? зех 


Rez, e Et 


=y, de la ecuación (1). 

A veces este método facilita y simplifica los cálculos 
relacionados соп la búsqueda de las soluciones particu- 
lares. 


Ejemplo 4. 
y” +4y=sen2x. у 
Consideremos la ecuación 
z” {42 =, 
sen2x = теми, e 
2) = Axe, 


zy = — Ахен + деи, 


dx (cos 2x + ¿sen2x) = 


i х 
= rsen 2r — i$ cos 2x. 


Imz, = — 4 cos2x= y, de la ecuación (1). 


Determinar la forma de la solución particular de la 
ecuación diferencial lineal no homogénea, si se conocen 
las raíces de su ecuación característica y el segundo 
miembro f(x): 


m7 
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515. 
516. 
517. 
518. 
519. 
520. 
521. 
522. 
523. 
524. 
525. 
526. 


527. 
528. 
529. 
530. 
531. 


532. 


о бића Кая вес. 


Am =; Кова d bxc 

м0, Am Рода d bxc. 

Mm mà Роме (ax +) 

Ml Mm; Кое. 
A=-=1,M==1; Р) me (ax +b) 

м0, M= l; Ро) = sen x + cos x. 

m=i, h F(x) = sen x + cos х. 
м=—, ==; |0) = Asen 2x + B cos 2x. 
M= ki, мБ f (x)= Asen kx + Bcos ex. 
Am w= l; f(x) =e"“(Asenx+ B соз х). 
м=-1-1 h= lti 

F(x) = e7* (A sen x + В соз 9). 

Mmm ASTA, ГО) ас br doc. 
м0, Mm h=; Г) =a + brc. 
мо, da од = аё 4 bx 4c. 
Mmmm [()=0 +. bxc. 

М ==ї, m=i, АЕ: (х) ееп x + соз х. 
а) h=- l, ми! да 
b) A=0, 2, дз 
9 м=м= ћи 
д) м ==Мм==Мм=—1 


f(x) = ае-* + be". 


de Rel 
0 а= 

а) à =0,4=1 

b) A=, 1 

[E mS А, 
9 м0, um | ӨЛК. E90 
9 аем и! 


їй === 


534. 2) Ме 
љ=— i, 24=0 
585. а) А 3 — 2i, а=3+%, 


DELE 
Delerminar la forma de la solución particular para 


las siguientes ecuaciones diferen 
géneas: 


536. y” + Зи’ —3. 
537. у" — Ty! = (x — 1}. 
538. y” + 3/' = 
539. y” +74 ==е77, 
540. y” — 8y' + 16у =(1 — х) еч. 
541. y” — ly! + 25y ee. 

з 


542. Ay" — Зи’ == ет". 

543. y —y — ду m e + e 
544. y” — Ay! ке". 

545. у" + 25y == cos x. 

546. 1” + у = sen x — соз х. 
547. y” + 1бу == sen (4х +0). 


| Рођа зеп x--bcos x. 


FG) =0*(sendx+ 
+ cos 2x). 


les lineales no homo- 


548. y” + Ay! + ду = е (sen 2x + cos 21). 
549. y” — 4y’ + By =e" (sen 2x — cos 2x). 


550. у” + бу’ + 13y = e-?* cos2x. 
551. y” + ty = k sen (kx +a). 
552. y” + иу =k. 

553. y” + Ay == sen x sen2x. 

554. y" — 4y’ = 2 cos 4х. 

555. y” +y =x. 
556. y” + 6y” + Шу +6y=1. 
557. y"+y=2. 


по 


558. y" +y” —3. 

559. yY —у= 1. 

560. ИУ —у/==2. 

561. yY — y” —3. 

562. yY — y" —4. 

563. y" +4y""+4y"=1. 
564. yY 42y” + у" ем, 
565. ум 42y” + y” met. 
566. y +2y" + y” = xe. 
567. (ИУ + 4y” + 4y == sen 2x. 
568. y! + 4y” + 4y == cos x. 
569. y!" + 4y” + 4y = x sen 2x. 

570. ум + 2127 + n'y == а sen (их + a). 
571. yY — 2n*y" + ny = cos (nx + a). 
572. y + Ay" + бу” + Ay! + y= sen x. 
573. yY — 4y" + бу” —4y + у е". 
574. yY — 4y” + Gy" — Ay! + у че хе“, 


Resolver las siguientes ecuaciones: 
575. y” -2y +у = —2. 

576. y" 42у 4+2=0. 

577. y” +9/—9=0. 

578. y" + у" == 1. 

579. 5y"—7y"—3=0. 

580. yW—6y"+6=0. 

581. Зуу + y" —2. 

582. (У —2y" 4-2)" — 2 + у == 1. 
583. у” — 40! + dg == 2. 

584. y” ++ Ву — 8x. 

585. y —2Ey + у me^, (k 1). 
586. y” + Ay -+ ду = Bet. 


601. 


ви. 


614. 
615. 


‚ a -+ dy + Зу = 9e. 
. 7y” — y = Mx. 
. y” + By = xe. 


y +5y + бу = 10(1 — x) e=. 


at ARX Mx. 
e" by ym Gc ме". 
. y” + 4у' — ду = 8sen2x. 

. y” + у = 4x cos x. 

у" — 9my' + ту == sen nx. 
. y” + Sy + Sy = e7* sen2x. 
а 
y — y e sen х, 

j. y” + y! == 4e” (sen x + cos x) 
. y” + Ay! + 5y == 10е-2* cos x. 


205 тх + Ззептх (mæ а). 


y +2y + 5y=e"*(2x + sen 22). 
Ay" + 8j == x sen x. 
y” — 3 2y = хе“. 


|. y” + у' — 2у= меч. 

. y" 307 + + x) e 
A – уче х. 
NY + 2y” Y + у не“. 
Y + ym 


5y” — бу’ + 5y = 13e" ch x. 


миа ex 


ирина. 

y ym sen x. 

y +2y + у те iet cos x. 
y" — Ay! == xe'* o sen x + x. 
y" — y — sen x. 


. Y” + Ly + ду = e7* cos x + хе-*, 
. y — 2y" + у — cos x. 


ш 


618. y” +y=2senxsen2x. 

619. y” + 4g = x sen? x. 

620. ум р + 2y” +29 + y= хе" + L cos x 

621. y” фу! cos xe" + хе. 

822. yV 4" е" +3sen2x + 1. 

623. y" — 3y” + 3у' — уже" cos 2x. 

624. y" — 2y’ + dy=e"cosx + x! + sen 2x. 

625. y" E yo x! ее". 

626. y" — 2y — 3y = 2x + e-* — 2e, 

627. у" Ay e + Asen2x + 2cos x — 1. 

628. y” + 3у' + 2y = 6xe-* (1 — e7"). 

629. y” + у == cos! 2x + зе у. 

630. у” — 4у' + 5y = е (вел x + 2cosx). 

631. y" — Ay + Sy = 1 + cost x + ets, 

632. y" — 2 + ду == с! sert 5. 

683. у” — 3y == | + e" + cos x + sen x. 

634. у" —2y' + 5y =e" (1 — 2 sen? x) + 10x + 1. 

635. y” — 4y’ + 4y == 4х + sen x + sen 2x. 

630. y” + 2у' + у = 1 + 2соз x + cos2x — sen 2x. 

637. V y Њу + 1 еп х2, 

038. y” + бу’ + ду == 9хе- + 1 49sen x. 

639. у" -+ 2y + 1 == З sen2x + cos x. 

En los siguientes problemas se necesita hallar las 
soluciones particulares de las ecuaciones que cumplen 
las condiciones iniciales dadas: 

640. у" —5y + бу =(12x —7)е-*; (0) = y (0) == 0. 

641. y^--9y—62* — y(0)=y'(0)=0. 

642. y"—4y Sy = 2:86; — y(0)=2, y (0)—3. 

643. у" +6y'+9y=1l0Senx;  y(0)=y'(0)=0. 


644. у" +y=2cosx  y(0)=1, y'(0)=0. 

645. у”--4у=зепх; 0 (0) = 0 (0) =1. 

646. y” —бу += 3:000) 9$ y (0) == 

647. y" — Ay Ay eS;  y(0)=2, y'(0)=8. 

648. у" +4y=4(sen2x+cos2x) y(n)— y (а) = 2л. 

649. / —y/—— бе (sen x--cos x); у (0)=—4, y” (0)=5. 

650. y" — 2y' + ду = 4е" cos x; y(n) e ne*, y (л) — e". 

651. y" — y —2x; y (0) 0. y (0) — 1, у”(0)=2. 

652. ИУ – уне Ве y(0)— 1, y'(0)=0, y" (0) = 1, 
0" 0) =0. 

653. y"—y=2x уу (0) =0. 0" (0) =2. 

654. yW—y=8e%; (0) =0, y'(0)=2, y" (0) = 4, 
y" 00) = 6. 

En los siguientes problemas se necesita hallar las so- 


ciones particulares de las ecuaciones que cumplen en el 
finito las condiciones dadas: 


655. y” — 4у' + By == sen x, y es acotada para x— +00. 

656. у” + 2у' + 5у == Асоз 2х +sen2x, у es acotada 
рага х-»— оо. 

657. y" — у= 1, y es acotada para x— o0. 

658. у” — у == — 2созх, y es acotada para x— оо, 

659. у” — 2y у = 4e-*, у->0 para х=> + oo. 

660. y” ++ 4' + ду == 82" +9, у—>3 para х-»— оо, 


661. у" — y —5y—1, y — + para x=» oo. 

602. у” Аи + у = 2e" (еп х -7cosx), y>0 рага 
xo. 

663. у” — 5y' +- бу = 2e-% (Әѕеп2х + 4cos2x), y>0 
рага х—> + oo. 

664. у" — 4y + 4 = (9х2 5х — 12)e7*, y>0 para 
хэ о, 
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4. ECUACIONES DE EULER 


Las ecuaciones de la forma 
ayh Pa F anity pay 0, (12) 


donde todas los a, son constantes, se llaman ecuaciones 
de Euler 
Mediante la sustitución de la variable independiente 


хе, 
estas ecuaciones se reducen a ecuaciones lineales homogé- 
neas de coeficientes constantes: 
O H Врт... dB (0 =0. (13) 
Nota 1. Las ecuaciones de la forma 
аах + уе + a, (ax Ho yn o, 
по. Ga (ах + бу’ алу=о (14) 


también se llaman ecuaciones de Euler у se reducen a 
ecuaciones lineales homogéneas de coeficientes constantes 
haciendo la sustitución de la variable 


ax d bud. 
Nota 2. Para la ecuación (12) se pueden buscar di- 
rectamente soluciones particulares de la forma 
yx, 


obteniendo para # una ecuación que coincide con la ecua- 
ción característica de la ecuación (13). 


su Ejemplo. Hallar 1а solución general de la ecuación de 
uler 
Xy" + ду! —бу =. 


Primer método. Haciendo en la ecuación la susti- 
tución x == et, se tiene: 


y la ecuación toma la forma 
d 29 
л +r 60=0. 


Las raíces de la ecuación caracteristica son: № = —3, 
da=2, у la solución general de la última ecuación es: 
y == Cie™t + Сем. Pero, como х= е, resulta у= 
== Cix? + Cox, о bien, 
с 
y=- + Си, 


Segundo método. Se busca una solución de la 
ecuación dada de la forma у == х^, donde ё es un número 
desconocido. Se tiene 

ИА, yt (E — 1) 
Sustituyendo en la ecuación, resulta 
Xk (k — 1) xt7* +-2хЕх*-\ — Gxt 0, 


x [k (k — 1) 428 — 6] =0. 


Pero, como x^ s& 0, se Пеле k(k— 1)4- 2 —6 = 0, 
o bien, А2 + E — 6 = 0. Las raíces de esta ecuación so 
kı = — 3, Њ = 2. El sistema fundamental de soluciones 
correspondiente 


0 bien 


у m 
y la solución general tiene Ја forma 
ge Cx EO 

Integrar las siguentes ecuaciones de Euler; 
665. ху” + xy — y =0. 
606. ху” +3xy + у =0. 
667. xy” +2xy'+6y=0. 
668. xy" + y = 0. 
669. (x + 2) y" + 3(х + 2) у’ — 3y = 0. 
670. (2x + 1P y" — 2(2х + D) y + 4y =0. 
671. xy” — Зху" + Зу’ == 0. 
672. y" =2y. 
673. (x + 1} y” —12y=0. 
674. (2x Фу y" + 2(2х + ду, 


Las ecuaciones no homogéneas de Euler de la forma 
У ау == хор (ln x). 
= 


donde Ра(и) es un polinomio de grado т, se pueden re- 
solver también por el método de elección del mismo modo 
que se resolvían las ecuaciones diferenciales lineales no 
homogéneas de coeficientes constantes cuyos segundos 
miembros son de la forma 


P, (x). 
Ejemplo. Resolver la ecuación de Euler 
xy! — xy + ду = xIn x. 


Solución. La ecuación característica #(#—1)—№+ 
+2=0, o bien k? — 2 + 2 == 0, tiene las raices k = 
= | — = 1 + i. Por consiguiente, la solución general 
de la ecuación homogénea correspondiente es: 


Jg x (C, cos In x + C, sen In x). 


Buscamos una solución particular de la forma у, = 
= x (A In x + B). Se tiene, 
A 


у=А!пх+В+4,‚ y=, 
Sustituyendo en la ecuación dada, resulta 
Ax— x(Aln ФА 8) +2x(A1n x + B)= xin x, 
o bien, 
Ax In x + Вх = x In x, de donde А = 1, В == 0. Así, pues, 
yo xIn x. 
La solución general es. 
y — x(C, cosin x + C, sen In x) + x In x. 
ви ео las siguientes ecuaciones no homogéneas de 
M 
975. y" + xy' + у= x(6— In). 


676. xy" —xy + y = 2х. 
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677. xy" — xy —Зу= 
618. ey — 2xy + ду = — 2x +2, 
679. xy" + xy— у = у“, |т |. 
680. xy +4xy' + ду == 2109 x + 12x. 


5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
DE COEFICIENTES VARIABLES 


Si зе conoce una solución particular y, (x) de la ecua- 
ción 
Ymy ... + раду —0, о) 


se puede rebajar el orden de esta última en una unidad 
(sin que deje de ser lineal) haciendo у = уг, donde z es 
una nueva función incógnita, y poniendo después 2' = и 
se puede hacer directamente la sustitución и= (2) |: 

Conociendo # soluciones particulares de la ecuación 
(1), linealmente independientes, se puede rebajar el orden 
de la ecuación en k unidades. 

La solución general de la ecuación 


y" d AO 4 р„(х)у<=[(х) (2) 


se expresa como una suma de una de sus soluciones par- 
ticulares y de la solución general de la ecuación homogé- 
nea correspondiente (1). 

Si se conoce un sistema fundamental de la ecuación 
homogénea correspondiente (1), la solución general de la 
ecuación по homogénea. (2) se puede hallar mediante 
cuadraturas por el método de variación de las constantes. 

La solución general de la ecuación (1) tiene la forma 


#=Сш +Сив+ ... +С, [2] 


donde Ci, Су, ..., Cn son constantes arbitrarias. 
Buscarenios una solución de la ecuación (2) de la 
forma 


gy С, (ху C) ge sss НС.) у» [2] 


donde С, (х), Са(х), ..., Сл (x) son, por ahora, unas fun- 
ciones incógnitas de х. 


ит 


Para determinarlas, obtenemos el siguiente sistema: 
y C t yc ss +9,0¿=0 
MC E IC ses + 


Jf C e f Cie sss ео) 
Resolviendo este sistema con respecto а С; (х) (i=1, 
, ... п), resulta 


40 х)  Gm1,2,... 2. 


[2] 


De aquí hallamos 
Ct) = [в (дах +0 Desea (6) 
Sustituyendo en (4) С,(х) por la expresión obtenida, hal- 


lamos [а solución general de la ecuación (2). 
Para la ecuación de segundo orden 


y" + p Oo раб) у= FG), 
el sistema (5) tendrá la forma 
СЕ ис: =0, | 
С uec 10) J^ 
Despejando en (5') CiyCz, obtenemos 
ENT?) q 1160 
de donde hallamos 


Ge | dC С) = | у tee 


donde C, у C; son las constantes de integración. 
Observación Para la ecuación 


ay) y" + a (а) y а, (х) у — |0), 
donde ay(x) sé 1, a, (x) 0, el sistema (5^) tiene la forma 
nO + v0 
VCI m s 


(5) 


Ejemplo 1. Hallar la solución general de la- ecuación 
xy" +24! + xy — 0, sabiendo que y, = “22 es una solu- 
ción particular. 

Solución. Hacemos y 
nueva función incógnita de x. Se tiene 


y ma ys tm re yg + и". 


22.2, donde z es una 


Sustituyendo en la ecuación dada, resulta 
Quit + 2и + ки) = + хи" + 2 (ng 0) г == 0. 


Pero, como у ==-“р=^ es una solución particular de la 
ecuación dada, se tiene хуу + 2y; + ху, ==0, por lo cual, 
xy 2" +2 (хи + y) =0. (1) 


Mas, y= S53 — 22, y por consiguiente, xy, + y, cos x. 


La ecuación (1) toma la forma 
2" sen x + 2z’ cos x == 0. 


Escribamos la ecuación en la forma 


at cos x 
5) + 2 5—0. 


De aquí, se tiene 
(in| 2' |+ 210 |sen x ју =0, 


de donde In| z' |+ 210] sen x |=In7,, o bien, 2' зеп2х ==). 
Integrando esta ecuación, hallamos 


2=-Ccgx4+Cp 


у; por consiguiente, la solución general de la ecuación 
dada es: 


ох. snx 
у 02 рс. 05, 
о bien, 


cosx senx 


ус = 6-7 
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Ejemplo 2. Hallar la solución general de la ecuación 
v+iv+r=l, (сто). 


Solución La solución general de la ecuación homo- 
génca correspondiente tiene la forma (véase el ejemplo 1): 


sens cosx 


а OTT 
Рог consiguiente, el sistema fundamental de soluciones es: 
"mm 


x H 


Busquemos la solución general de la ecuación dada por 
el método de variación de las constantes arbitrarias: 
ус) 5 Си) 5, 


donde C,(x), Сз(х) son, por ahora, funciones incógnitas 
de x a determinar. Con este fin, formamos el sigulente 
sistema: 


Сх) E 4 Cia) EL шо, 


Ci ls) енесин y q) ing 1 + 


De aquí hallamos: 
С1(х) em coss, С(х)== — sen x. 
Integrando, obtenemos: 
Cy (x) == sen x + C, С, (х) == cos x + Ca, 


y poniéndolos en la expr 
general de la ecuación dad. 


бп de y, resulta la solución 


senz 
* 


y=C, 


Ejemplo 3. Resolver la ecuación y” -+ y = zty. 

Solución. La ecuación homogénea correspondiente 
es: 07у = 0. Su ecuación caracteristica 234-1 = 0 
tiene las raices imaginarias Aj  — i, ha = i y la solución 
general de la ecuación homogénea tiene la forma: 


Y¿=C, cos x + C, sen x. 
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Buscamos la solución general de la ecuación inicial en la 
forma: 

y == C, (x) cos x + С; (x) sen x, uu) 
donde C,(x) y Ca(x) son funciones incógnitas de x. Para 
hallarlas, formamos el sistema: 

cos x - C4 (x) + sen x -C¿=0 
П 


— sen x- CL (x) + cosx СКО 


Resolvemos este sistema con respecto a Cí(x) у СИ}: 
С) іва Cio. 
Integrando, hallamos: 
С, (х) = | соз х |+ С, C) m x C 
Poniendo en (1) las expresiones de Сү(х) y Cs(x), ob- 
tenemos la solución general de la ecuación dada: 
y e C, cos x + С, sen x + cos x + In| cos x | + x sen х. 


Aqui, cos x-Injcos ај sen x es una solución parti- 
cular de la ecuación no homogénea inicial. 

Integrar las siguientes ecuaciones (yı е ya son solucio- 
nes particulares de la ecuación homogénea): 

681. iy 3 y буг —бу=б; их, и. 

682. (х2— 1)y"=6y; y, es un polinomio. 

683. x + D) +(x — Dy —80—0: ие". 


684. (x° —x)y” + (2x — 3)y — 24==0; y, es una frac- 
ción racional en cuyo denominador figuran factores linea- 
es (los divisores del coeficiente de y”). 


685. (3x + 255) у" — 6(1d- х) 7 +6y=6, y es un 
polinomio. 

686. x*(In x — 1) y" — ху’ у==0, y = x. 

687. y” + (tg x — 2ctg +2 x-y — 0; y = sen x. 

688. y" -F ig x у’ cosx: у — 0; y, == cos (sen x). 

689. ИЕ xy 0+1=0: yx. 

690. xy” — xy! — Зу 5, у, =) 


691. (2—2) y” 2005—10) dy =1286x, y — 1. 
692. y" — y +. ем — хе'к — 1, y = sene". 


693. y" y gs EZ, 

694. (x+ I? y" + 304 T y + + l)y == 6In(x + 1). 

695. x(x — 1)" — (2х—1) y + 2y == х1(2х—3), y. 

696. Una cadena de 6 m de longitud se desliza desde 
una mesa sin rozamiento. Si el movimiento comienza 
desde el momento en que cuelga 1 m de la cadena ¿cuánto 
tiempo tardará en deslizarse toda la cadena? 

697. Hallar la ecuación del movimiento de un punto 
sabiendo que la dependencia de la aceleración del tiempo 
se expresa por la fórmula a = 1.21, si рага t=0 la 
distancia s == 0 y para ( == 5 la distancia s = 20. 

698. Un cuerpo de masa m se desliza sobre un plano 
horizontal a causa de la acción de un golpe que ha origi- 
mado una velocidad inicial vo. Sobre cl cuerpo actúa la 
Tuerza del rozamiento igual а — km. Hallar la distancia 
que es capaz de recorrer el cuerpo. 

99. Un punto material de masa т == 1 se mueve por 
una recta acercándose a un centro por el cual es repelido 
con una fuerza igual а Ate (x es la distancia del punto al 
centro). Para £=0, xa, ЧЕ = ка, Hallar la ley del 
movimiento. 


Empleando el método de variación de las constantes, 
ntegrar las siguientes ecuaciones: 


700. y E Ay m o. 
701. у" + у = ах. 
2e* 
102. у” —y= A. 
T8. ите 


= 


705. j^ +y = 


— 
(cos 22) 


706. 
707. 


708. 


709. 
710. 
ти. 
112. 
713. 


714. 
715. 
716. 
717. 
718. 
719. 


720. 


yu — y + 2у = 29 + 
П 


yy 


gt —2y «9 — ui 


+y +y = тит. 
y — y’ = е сове“. 
иЧу=-т. 

V Spa err 
tym 

xy" — (1 + 2x9) y == 4327. 
y! —21gx« y! =l. 


xIn x: y^ — y Int x. 
xy! (2x l)y = — Ax. 


(x— Dy" —xy' ym (х Me y, e. 
Jy betty meo gum cose, 
(о-у aeo 2a) yg e ETT; у, 


(En los problemas que siguen se indica el sistema fun- 
damental de soluciones y; y de la ecuación homogénea 
correspondiente). 


72. 


722. 
723. 


724. 


(cos x — sen x) y + 2sen x - y' — (sen x + сова) у = 
ao" (cosx—senx) y =en sen x. 
xy — y/— A&y — 160; y me, y=e"", 
x(1 — xIn x) + (14- ха ју — (+ ђу= 
хде"; y e, y mln. 
A(x 4- x) y" 29x y —y—2Vx* Fx, 
dam E y yp n-Ys 
n=Vx+1. 
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725. cos x · y" — sen xcosx - y’ — y= sen x, у „== 
Auli исх, y=tgx 
726. sen x- y" + 2cosx у' — sen x - y =2c0s 2x, 


x 1 
nS enr’ HT eg 


уін 1, ра 

л y 

727. dy + 29 +y=l, lim y= 
m 


gym sen V x, gom cos V x. 
S+x 
728. ау + 2у' y = lim y=0. 
8. dy фу ==", im узео 


RET ЕЕС. 
т, (L4 Dy" у ту, lim gm. 
Y Luo O. 
730. (1 — 3) y +xy—y=(x— Ile", lim y=0, 
Eu 
уђе их те. 


731 2e — In y x4— In yr — у= 22, 
¿im уто их, p= Vx. 


т. ^R Ly уен, Jim go rl um — 


E 
пи n= 

733. Bn x — D^ — у + xy =2 Mx, lim y=0 
n=x, штета. EG 


734. (f — 2x) y" + Фу — x) y 2(x 1), 
lim y=! y m pm. 


6. COMPOSICION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DADO 
EL SISTEMA FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES 
Examínemos un sistema de funciones 
an) ро (ж), ss 4. (9), 0 


linealmente independiente en el segmento [a, b], que tienen 
derivadas hasta el orden n inclusive. 


14 


Entonces, la ecuación 


AO) no) e. а(х) Уб) 
ж) no 40 y.) 


de) 0900 


donde y(x) es una función incógnita, es una ecuación di- 
ferencial lineal, para la cual las funciones у(х), Ya(£), +. - 
+2», Yn(x) forman un sistema fundamental de soluciones. 
El 'coeliciente de y™(x) en (2) es el wronskiano 
W [yi ys... Yn] del sistema (1). 

Los puntos en los que se anula este determinante son 
puntos singulares de la ecuación construida: en estos pun- 
tos se anula el coeficiente de la derivada superior y™(x). 


Ejemplo 1. Formar la ecuación diferencial para la 
cual las funciones у(х) = e*, ya(x)= e forman un si- 
stema fundamenta) de soluciones. 

Solución. Aplicando la fórmula (2), obtenemos 


e езү Loly 
es ех y! |=0, о bien, |1 —1 y [=0. (3) 
e езү Lig 


Desarrollando el determinante del primer miembro de 
(8) por los elementos de la tercera columna, se tiene: 


y —y=0. 
Esta es la ecuación diferencial buscada, 


Ejemplo 2. Formar la ecuación diferencial, para la 
cual, las funciones 


пе, ие 


їогтап el sistema fundamental de soluciones. 
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Solución. Formemos la ecuación (2): 
е“ er y 
2хе" ГА 

(0+ 400) ее (402—2) e-? y" 


o bien, 
1 гу 
эх =x у |=0. 
244x 422 y” 


Desarrollando este último determinante por los elementos 
de Іа 32 columna, tendremos: 


xy" — y —4xy=0. [2] 

En este ejemplo, el wronskiano W (y, ya] = — 4х se anula 

para x == 0 Sin embargo, esto no coniradice a la teoría 

general, según la cual, el wronskiano del sistema funda» 

mental de soluciones de la ecuación diferencial lineal ћо- 
mogénca 

gm р(х) n7 o + pa у =0, 6) 

cuyos coeficientes son funciones continuas en el segmento 

la, b), no se anula en ningún punto x del segmento Ја, b]. 

scribiendo la ecuación (4) en la forma 


ити 0, [7 


observamos que el coeficiente de y es una [unción discon- 
tinua en el punto x = 0, de modo que en este punto ya no 
se cumple la condición de que los coeficientes de la ecua- 
ción (6) sean funciones continuas. 

Formar las ecuaciones diferenciales, para las cuales los 
sistemas dados de funciones forman los sistemas funda- 
mentales de soluciones: 


785. y(x)=1, y()=x, у(х) =. 
736. y (х) =shx, y, (x) e ch x. 

737. y (x) 9 x, (X) m e. 

788. y (X) == sen x^, y, (x) = cos за, 


139. y (х) =, ра (х) = 


$ 15. METODO ¿DE ISOCLINAS 
PARA LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN 


у -— 


El método de isoclinas (véase el $ 2) se emplea tam- 
bién para la resolución de algunas ecuaciones de segundo 
orden. Tales son las ecuaciones que se pueden reducir a 
las de primer orden, por ejemplo, las ecuaciones de la 
forma 


Es) [m 


à 4 
Introduzcamos una nueva variable v= 47. Entonces, 


А 
<=» 39. у la ecuación (1) toma la forma 


169. 


ах v 


(2) 


Esta es una ecuación de primer orden en la que x es la 
variable independiente. Para su solución se puede aplicar 
el método de isoclinas. 

Interpretaremos la variable х como el desplazamiento 


de un punto del sistema y 25 =w como su velocidad. 


El plano de las variables x, v se llama plano fásico. 
Por consiguiente, la ecuación (2) determina la velocidad 
como función del desplazamiento. 

Construyendo el campo de las isoclinas para la ecua- 
п (2) se puede trazar la curva integral una vez dado el 
punto inicial (хо, оо). Esta representación gráfica de la 
velocidad о como función del desplazamiento x: о = v(x), 
se llama cuadro fásico. Las curvas del plano x, у que re- 
presentan esta dependencia funcional se denominan 
trayectorias fásicas. Los valores instantáneos de x y о son 
coordenadas del punto de la trayectoria fásica. Este último 
se denomina punto representativo, Con el tiempo, el punto 
representativo se desplaza por la trayectoria fásica. Ob- 
sérvese que la velocidad positiva suscita con el tiempo un 
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aumento del desplazamiento. En efecto, en virtud de la 
sustitución о == 5, para о > 0, se tiene $% >0, lo cual 
significa que al aumentar 1 también aumenta х. Por lo 
tanto, en la mitad superior del plano fásico, en donde 
v > 0, el punto representativo tiene que moverse de iz- 
quierda a derecha, mientras que en la mitad interior del 
plano, en donde v < 0, de derecha a izquierda. Por con- 
siguiente, el movimiento por la trayectoria fásica se efec- 
túa en dirección de las agujas del reloj. 


Ejemplo 1. Construir la trayectoria en el plano fásico 
para la ecuación 
(3) 


Solución. Hacemos = =v. La ecuación (8) toma 
la forma 


dis 
т +х=0. 


9° +х‹=—0, о bien, e w 


Las ecuaciones de las isoclinas para (4), son: 


Trazando las isoclinas, correspondientes a distintos valo- 
res de k, hallamos que las trayectorias fásicas son circun- 
ferencias con centro en el punto (0, 0) (fig. 22). 

Obsérvese, que las Irayectorias fásicas cerradas corres- 
ponden a los movimientos periódicos. Fácilmente se ob: 
serva que, en el caso de la ecuación (3), verdaderamente 
resulta un movimiento periódico. Resolviendo (3) por los 
métodos expuestos anteriormente, hallamos: 


x (1) = С, cos! + C, sent. 


Ejemplo 2. Trazar las trayectorias fásicas para la 
ecuación 


EL х0. (5) 


Solución Hacemos о 
(5) toma la forma 


. Entonces, la ecuación 


(6) 


La ecuación de las isoclinas es: =k. Las trayecto- 


v 
rias fásicas tienen la forma de espirales que se desenrollan 
(fig. 23). En el cuadro fásico se puede observar que el mo- 
vimiento es aperiódico, con una amplitud que crece inde- 
finidamente con el tiempo. 


Fig. 2 Fig. 23 


Trazar las trayectorias 
ecuaciones diferenciales: 


саз para las siguientes 


740. Е х=0. 


741. 42 ор бх 0. 


LE IE PEE 
ЭЧҮ, 

паз. - + (3) + хо. 
3 : 

74. 42. — 9 (6) + T im 


745. LE — х exp (5) = 0(ехри те 


E 4 
тав, D + ехр(- 55 


70. нк] = 


х=0. 
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dix 4: 
748. т + (x 2) д =0. 


749. Ехо, 


$ 16. PROBLEMAS 
DE CONTORNO 


А 


Para mayor simplicidad estudiaremos la ecuación de 
segundo orden 
+ py! + p) yum D. о 
Se supondrá que los coefi les р(х) у ра(х) son funcio- 
nes continuas en cierto intervalo (a, b). En este caso, toda 
solución у(х) de la ecuación (1) qued: determinada en 
todo este intervalo. A continuación, en lugar de la ecua- 
ción (1) consideraremos la ecuación 


lp(dyY—9()y=0, р(х) > 0. (2) 
Las ecuaciones (1) y (2) pueden transformarse una en la 
otra 


La solución de la ecuación diferencial (2) se determina 
completamente por las condiciones iniciales 


убио Y (а) и 


Sin embargo, en muchos problemas de física se suelen 
buscar soluciones dadas de otro modo Por ejemplo, se 
puede plantear el problema: hallar una solución de la 
ecuación (2) que (оте en los puntos a y b unos valores 
dados y(a) e y (b). Generalmente, en tales casos, interesan 
solamente los valores de la solución para los valores de 
x de (a, b) Como los valores y(a) e y(b) se dan en los 
extremos del intervalo, los problemas de este género se 
denominan problemas de contorno. A continuación se to- 
тага como básico el intervalo (0, л) (intervalo funda- 
mental). con lo cual no quedará restringida la generalidad 
de los razonamientos. 
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Una forma bastante general de condiciones de contorno 
para la ecuación de segundo orden es la siguiente: 


hj (0) + ћу (0) = А, 
koy (л) + kiy’ (п) = В, 
donde ho, fti, ko, ky, A, В son unas constantes dadas y fo, 
liz, ko, ky no son simultáneamente iguales a cero. 
Si A = В = 0, las condiciones de contorno se llaman 
homogéneas Por ejemplo, 
1) 000) = у(я) = 0. 
2) 000) == y (0), y (к) = — у (a); № h > 0. 
3) y (0)=y'(1)=0. 
4) y= y (a), y (O= y’ (л). 
Por lo general, los problemas de contorno no siempre 
tienen solución, es decir, no siempre existe una solución 


tal que en los extremos del intervalo tome los valores in- 
dicados, Por ejemplo, el problema de contorno 


y =0, у(0)— у(л)=1, Уи) =0 
no tiene solución alguna. 
El problema 
y +iy=0, y(0)=y()=0 (4) 
tiene solución no nula solamente para valores enteros 


de УХ. En efecto, de la solución general de la ecuación 
diferencial (4) 


о 


. (8) 


уби та Cul 


se deduce que pueden cumplirse las condiciones de соп- 
torno cuando, y sólo cuando, A == n? es el cuadrado de un 
número entero n. Las soluciones correspondientes son las 
funciones y, = sen nx. 

Como se observa en este ejemplo, si en la ecuación (2), 
4 es función del parámetro 2, en ciertas condiciones, exis- 
{еп tales valores del parámeiro para los que el problema 
de contorno homogéneo para la ecu (2) tiene solu- 
ción no nula. Estos valores de se llaman valores propios 
(o autovalores) y las soluciones correspondientes del pro- 
blema de contorno, funciones propias (o autofunciones). 


nat 


Estas últimas se determinan salvo un factor constante 
arbitrario. Así, pues, para el problema de contorno y” + 
у == 0, у(0) = y(x) = 0, los números 12, 2, 33, ... y 
las funciones sen x, sen 2х, ... son los valores propios y 
las funciones propias, respectivamente, del problema. 

Junto con los valores propios simples, cuando а un 
valor propio corresponde una sola función propia (salvo 
un factor constante), pueden existir valores propios múl- 
tiples, cuando a un valor propio 2o le corresponden dos fun- 
ciones propias linealmente independientes, 

Pare resolver los problemas de contorno (en el caso de 
ecuaciones diferenciales lineales homogéneas) se procede 
del síguiente modo: se halla la solución general de la 
ecuación diferencial dada: 


qim Cun) + Capo) + «Cups (0), 


donde у(х), Ya(x). -.., у(х) son soluciones linealmente 
independientes. Después se exige que esta solución y(x) 
satisfaga a las condiciones de contorno dadas. Esto da 
lugar a un sistema lineal de ecuaciones para la determi- 
nación de Ci, Ca ..., Cn. Resolviendo este sistema, en 
caso de que esto sea posible, se halla la solución del 
problema de contorno planteado, 

En este caso, si surge el problema de la determinación 
de los valores propios, la condición de existencia de solu- 
ción no nula del sistema, por el que se determinan 
Cy, Cs, .. ., Cu, es la condición que determina los valores 
propios. Generalmente, esta ecuación en 2 es trascendente. 

750. ¿Para qué valores de A la ecuación y” + Ay == 0 
tiene solución no nula que satisfaga a las condiciones: 


а) у (0) = 0 (о, 
b) y (0) =y (a), y^ (0) = у" (a). 
751, ¿Para qué valores de л el problema de contorno 
y M. 
y(0)=y(1)=0 
posce la solución trivial y = 0? 
752, ¿Cuál de los problemas que siguen tiene solución? 
а) y —y=0. у@=0, ия) =, 
Dy+y=0, y(0=0, и (2л) =1. 


из 


753. Resolver el problema de contorno 
y+0—0y=0, у(д=уп;у y (0) = 07 (0). 


Considerar los casos А — w? > 0, à — ш? = 0, 3 — ш? < 0, 
754. Hallar la solución de la ecuación yy” + (y + 

+1 = 0 que pasa por los puntos (0, 1) y (1, 2). 
Resolver los siguientes problemas de contorno: 


ву (од, donde kats’, y(0)=0, 
vy. 
756. y" (х) = а. s- у(х), y(0)=0, y'(x)=0. 
787. y" (x) — asy (x)=0, 

зу(деј, убоде, 


уубе--, (069-0. 


= 
758. у" (х) =0 sy (x) + а, 0 (0) = y (x0). 
789. y” (х) = Му (x) 650) 


ay O= (0-3. 
$y(Q9-0 ет. 
дидео без. 


дубјео, ет. 
760. yY — Ay == 0, у(0) == у" (0) =0, у(л)= y" (0) — 0. 
761. yY — Му == 0, y(0) =y’ (0) ==0, у(л) == у" (n) 0. 
762. y — a'y = 0, у (0) = у (0) =0, у) = (л) =0. 
763. у" + ау" — Фу’ — Фу=о, 00) =. 
у(д=1+:, #()=. 
764. yY — 2y” + 2у" — 2у' + у == соз2х, 
00) у) ГО, (=. 


Nota. Los valores propios de los problemas estudia- 
dos anteriormente forman una sucesión numérica cre- 
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ciente. Si los coeficientes de la ecuación diferencial tienen 
un punto singular en la frontera del dominio fundamental 
o si el dominio fundamental es infinito, рог ejemplo, lodo 
el eje numérico, el espectro, o sea, el conjunto de los va- 
lores propios puede tener otra estructura En particular. 
puede haber espectros que contengan todos los números 
de algún intervalo de valores ^, denominados espectros 
continuos. Por ejemplo, supongamos que se necesita re- 
solver la ecuación y” + лу = 0 para el intervalo — oo < 
<x<-+o con las "condiciones de contorno”: y(x) 
liene que estar acotada en el infinito. Está claro que, en 
este caso, cualquier número A no negativo es un valor 
Propio al cual le corresponden las funciones propias 
sen УХ х y cos Уу. 

| resolver los problemas de la fisica matemática que 
dan lugar a problemas de determinación de los valores 
propios, frecuentemente resultan ecuaciones diferenciales 
de la forma 


IpG) yl — абду 3 2р) и 0 (4) 


tales que en puntos finitos del dominio fundamental puede 
haber singularidades de la ecuación diferencial; por 
ejemplo: se anula el coeficiente p(x). Para estos puntos 
singulares, las condiciones a satisfacer aparecen del ca 
rácter mismo del problema; por ejemplo: que la solución 
sea continua o acotada, o bien que sea infinita pero de ог- 
den no superior a un orden prefijado. Estas condiciones 


desempeñan el papel de condiciones de contorno. Un 
ejemplo típico es la ecuación de Bessel 
a 
(ху — — y Ау 0, (5) 


que aparece en los problemas de la física matemática. En 
este caso, р(х) sm x y ya no se cumple la suposición hecha 
anteriormente de que sea p(x) > 0 en todo el dominio 
fundamental 0 < x «с 1, puesto que p(0) =0. Para la 
ecuación de Bessel, x == 0 es un punto singular. 

La. exigencia de que la solución sea acotada en este 
punto es para la ecuación de Bessel una condición especial 
de contorno que, por ejemplo, puede expresarse así: hallar 
la solución de la есш (5) que está acotada para 
x == 0 y que se anula para x = |, 
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Resolver los problemas de contorno: 


765. xy" +y'=0, y()=ay'(1), y(x) está acotada 
para x=» 0. 

766. yY +4xy"+2y"=0, y(l)=y'(1)=0, у(х) 
está acotada рага x-»0. 

767. дум + 6x3" +6xy”=0, y()=y'(1)=0, у(х) 
está acotada para x0, 


$ 17. INTEGRACION DE LAS 
ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
MEDIANTE SERIES 


1. Este método resulta muy usual al 
ecuaciones diferenciales lineales. Aquí lo aplicaremos para 
el caso de ecuaciones de segundo orden. 

Sea dada una ecuación diferencial de segundo orden: 


u” Фроду Mao) у m0. а) 


Supongamos que los coeficientes р(х) y q(x) se expresan 
en forma de series, dispuestas según las potencias enteras 
positivas de x, de modo que la ecuación (1) se puede 
escribir de la forma 


V" t (a + ах фан + .. ју + 
о 6 бә + ..)у=0. (2) 


Busquemos la solución de esta ecuación en forma de 
una serie de potencias 


„= њи. (3) 


10-42 145 


Poniendo en (2) la expresión de y y sus derivadas, obte- 
nemos: 


à kik = Пед 2, a,x* 2 kart 


+ 3 bat 3 са =0. (4) 
=“ а 


Multiplicando las series de potencias. reuniendo los tér- 
minos semejantes e igualando a cero los coeficientes en 
distintas potencias de x del primer miembro de (4), resul- 
lan las ecuaciones: 

22-1 6t ac + b =0 

103.2 cs + 20, + ас + Ме, + be 0 

224-3 ct Зара Deer ae Me be ботно в 


Cada una de las ecuaciones (5) contiene un coefi- 
cienle indeterminado más que la anterior. Los coeficientes 
Co y € se mantienen arbitrarios y desempeñan el papel de 
constantes arbitrarias. 

La primera de las ecuaciones (5) proporciona cx; la 
segunda, cs; la tercera, су; etc. En general, de la (k+ 
+ 1)-ésima ecuación se puede determinar суу; una vez co- 
nocidos со, Ci, ur 

En la práctica es conveniente proceder del modo 
guiente; Por el esquema señalado se buscan dos solucio- 
nes: y(x) e у(х). Рага n(x) зе toma у= Гу & = 0, 
y para y(x) se toma co =0 y c, = |, lo cual es equiva- 
lente a las siguientes condiciones iniciales: 


n=l, 1100) = 0, 
һ@=о, 540-1]: e 


Toda solución de la ecuación (1) será combinación lineal 
de las soluciones yı (x) e уз(х). 

Si las condiciones iniciales son de la forma и(0) = А. 
у (0) = B, entonces, es evidente que 


у= Ау (0) + By (од. 


мо 


Finalmente, enunciaremos (sin exponer la demostración: 
el teorema de existencia de solución de la ecuación (1 
en forma de serie (3). 


Teorema. Si las series 
pm Ў uh у g= Etc 
= = 


son convergentes para |x| < R, la serie de potencias (3) 
construida del modo indicado anteriormente también es 
convergente para estos mismos valores de x y es solución 
de la ecuacion (1). 

En particular, si р(х) y q(x) son polinomios en x, la 
serie (3) será convergente para cualquier valor de x. 


Ejemplo. НаПаг la solución de la ecuación 
y" — ху —2y=0 (0 


еп forma de serie de potencias. 
Solución Buscamos у(х) en la forma 


и) = E cet. [7] 
Entonces, 

yim E term ө 

yi w= È k- ни ч) 


Poniendo (2), (3) y (4) en (1), hallamos: 
Зи pett $ вора —2 Бано. (6) 
= = 2 


Reduciendo los términos semejantes e igualando a cero 
los coeficientes en distintas potencias de x, resultan unas 
relaciones de las cuales se ballan los coeficientes са, С» 
Cs, 


ra precisar, hagamos 
y 0)=!1, и(д=о. 
Entonces, de (2) y (6) 


(6) 


tl о 
w 17 


y de (3) y (6) 


a (8) 
Asi, pues, se tiene 
xp|2c,— 2c,=0, de donde, en virtud de (7), су = 1, 


13:26, — 1-с; — 2с, — 0. de donde, en virtud de (8), c — 0, 


y | 4-30, — 2e, — 20, — 0, de donde с, 


[5-45 — Зе, — 2e, — 0, de donde c¿=0, 


at 6750, — de, — 2с, =0, de donde c, — 4L 


у, por consiguiente, 


gi) m lp Rp ss [7] 
De modo análogo, tomando 
nem EAS (10) 
y las condiciones iniciales 
400 O=, an 
resulta 
Am0 А=1, (12) 


y poniendo (10) еп (1), hallamos: 


Ère- na- (642) Art =0 
x| 245-0, A-0 
»|3:24,—34,—0, 
| 4-84,— 44, =, 
2815. 44, —БА ==0, 
|6. БА; — 64,20, 
37-64, —7A¿=0, 


Es evidente que 


А0, Амер (6-525 


Asi, pues, 


am EP TE 


E 
кле. (13) 


La solución general de la ecuación (1) tendrá la forma 
y (x)= Ау (x) + By (9). 


donde у (х) e ya(x) se determinan por las fórmulas (9) 
y (13), respectivamente. 

2. Desarrollo de la solución en una serie de polencias 
generalizada, 

Definición. Una serie de la forma 


dar «9 (14 


donde p es un número dado y la serie de potencias $ cyx" 


es convergente en cierto recinto |x| < R, se llama serie de 
potencias generalizada. 

Si p es un número entero no negativo, la serie de po- 
tencias generalizada (14) se convierte en шпа serie de ро- 
tencias ordinaria. 

Subsiste el siguiente teorema. 


Teorema. Si x = 0 es un punto singular de la ecuación 
(1). cuyos coeficientes р(х) y q(x) admiten los desarrollos 


Бам Xs 
E. amm. (у 


рај 


donde los series que figuran en los numeradores son con- 
vergentes en cierto recinto |х| < К, y los coeficientes ay, 
bo y by по son simultáneamente iguales a cero, entonces la 
ecuación (1) posee al menos una solución en forma de 
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serie de potencias generalizada 
ye бе (C9 (6) 


que es convergente al menos en el mismo recinto |x| < R. 
Para hallar cl exponente p y los coeficientes си es пе: 
cesario poner la serie (16) en la ecuación (1), simplificar 
por 1? e igualar а cero los coeficientes en distintas poten- 
cias de x (método de los coeficientes indeterminados). 
En este caso, el número р se halla de la ecuación Ila- 
mada delerminativa 


ө(р—1)+ао+5,=0, (17) 
donde 
a= т хр (х), — bye lim 229 (x). (18) 
E En 


Supongamos que p, y pẹ son las raíces de la ecuación 
determinaliva (17). Distinguiremos tres casos: 

1. Si la diferencia р, — рз no es un número entero о 
cero, se pueden construir dos soluciones de la forma (16): 


пее Mash (0), 


т DAX (А о). 
= 


2 Si la diferencia p, — ра es un número entero po- 
silivo, por lo general, solamente se puede construir una 
serie (solución de la ecuación (1)): 


и= Zar. (19) 


i la ecuación (17) posee una raíz múltiple pi = р 
también se puede construir solamente una serie (la solu- 
ción (19)). 

Está claro que en el primer caso las soluciones y, (x) 
e ya(x) construidas son linealmente independientes (о sea, 
la razón de las mismas no es constante). 

En el segundo y tercer casos, se ha construido sola- 
mente una solución (19) Señalemos, sin exponer la de- 
mostración, que si la diferencia р; — pa es un número en- 
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tero positivo о cero, además de la solución (19) habrá una 
solución de la forma 


т Ay (x) In x => Y Ах“, (20) 
= 


Vemos, pues, que ahora уг(х) contiene un sumando 
complementario de la forma 


NES 


donde y, (х) se expresa en la forma (19). 

bservación. Puede ocurrir que la constante А 
en (20) sea igual a cero, y entonces, para уз resulta Una 
expresión en forma de una serie de polencias generali 
zada. 


Ejemplo 1. Resolver la ecuación 
ду" + (3x — 2€) y! — (x + I) y —0. a) 
Solución Escribamos (1) en la forma 
3-20, 
yr a ala a о 
o bien 


+ yy B 


Busquemos la solución y(x) en la forma 


идем бе (9. (4) 

Para hallar р escribimos la ecuación determinativa 

plo—1)+ap+0,=0, (5) 
donde 

32% 23 EN 1 
- њи A 

о sea, "Qu 

00—10) +р—7 
o bien, 


LEE) 
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De aquí, 
П 
рр. =l 


De acuerdo a la regla expuesta tomamos 


ta 
no) x* 5 С, (к> 0), (6) 
n= Y лог. 

= 


Para Hallar los coeficientes Co, Cy, ..., Cas ... sustitui- 
mos y, (x) y sus derivadas y; (х) e ГА en fa ecuación (1). 
Se tiene 


rat ио (+), 0 
= a 
ко (н(е, 
асау 
& 
-«+ усе. (8) 
а 
Después de las transformaciones, (8) toma la forma 


m 


Fac i Sretno oo 0 


Сото se busca una solución para x > 0, se puede simpli 
ficar por x? y obtenemos: 


Detd Aee (10) 
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De aquí, hallamos las relaciones para la determinación de 
los coeficientes- 

x! | 1-86, —2- 16,50 

х |2-7C,—2-2,=0 


idi ops - 
НН «Hii 


Haciendo en la primera ecuación de las relaciones (11) 
Co = 1, obtenemos, C, 2. 


3 
De la segunda ecuación se tiene Cj. 
De la tercera ecuación, C, = 5-р. eto. 
Fácilmente se observa que 


^ У 
a 65583...) 


De este modo, 
< у 
по тт 3r ]. a» 
= 

De modo análogo se hallan también los coeficientes A». 
Resulta que para Аз = 1, 

Ли], A= + (e Мет 
de modo que 


поту о ые и). (3 
= 


La solución general de la ecuación (1) es: 
y (x) = Ay, (х) + Ву, (х), 


donde А y В son constantes arbitrarias у las funciones 
y(x) e y(x) están dadas por las fórmulas (12) y (13). 
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Ejemplo 2. La ecuación de Bessel 
ху" + ху + 08 — py — 0. (0 


donde р es una constante dada, р > 0. 
Solución MY Ru en la forma 


“+: y 4 EE у =. (2) 


(véanse las fórmulas (15), 


de modo que 
a= lim xp (x)=1 
E 


mas (véanse las fórmulas (18). 


La ecuación delerminativa para p es: 
p= ) 1-р 220, bien #—p=0 (3) 
Las raices de la ecuación (3) son. 


вер | 


=p JS (4) 


Buscamos la primera solución particular de la ecuación de 
Bessel (1) en forma de una serie de potencias generali 
zada: 


утих? o. 6) 
= 
Reemplazando y, y’ e y” en la ecuación (1), resuita 


БРИ О о РУСКА 


+02 — р) ўан, 


después de transformaciones elementales y simpli- 
d 


Вени ros Eos © 


De aquí, igualando а cero 105 coeficientes en distintas ро- 
tencias de x, se tiene. 


х | (02 — р) Съ=0, 

х [KU 4 p*— РС, =0, 

x f+ 1С, C 0, 
К+ p* — p"1C,+C,=0, 


+ ў, 7 


La primera de las relaciones (7) se cumple рага cual- 
quier valor del coeficiente Су. 
De la segunda relación (7) obtenemos: C, = 0. 
De la tercera: 
Co с, 
Ge- A 


De la cuarta: C; = 
De la quinta: 


т 
e р)! — р? EE КОЈИ 


Es evidente que todos tos coeficientes de subindice im- 
par son iguales a cero: 


Cas=0 (k=0,1,2...) 6 


Los coeficientes de subindice par son de la forma: 


ene 
= (m1, 2, ... 
a= apriora orya C ‚ө 


Para simplificar los cálculos ulteriores, hagamos 


1 
G= туту" (10) 


donde T (v) es la función Gamma de Euler. 
La función Gamma de Euler Г(у) se define para todos 
los valores positivos (y también para todos los valores 
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complejos cuyas partes reales sean posilivas) del modo 
siguiente: 


го) (етен "да. an 
E 


La función Gamma posee las siguientes propiedades 
importantes: 


1. T(v De (v). 
2. т()=1. 

Si & es un número entero positivo, se tiene: 
3. Гое 1) (0+ 009)... (УГО) 
а Генри 


Aplicando (10) y las propiedades de la función Г ocu- 
pémonos de la transformación del coeficiente Cu: 


c 


ат) DEPT 
А 


РГА 


pues, en virtud de la propiedad 3, (p+1)(p+2)... 
по (p E)T(p + 1) es igual a Г(р+#-+ 1). Ahora, la 
solución particular de la ecuación de Bessel, que a conti- 
nuación indicaremos con /p, toma la forma 


а 3 
„ону ътт y”. a» 


Esta función se llama función de Bessel de primera especie 
de orden р. 

La segunda solución particular de la ecuación de 
Bessel (1) la buscaremos de la forma 


s= os, (13) 


donde — p es la segunda raíz de la ecuación determina- 
tiva (3). Está claro que esta solución puede obtenerse de 
la solución (12) sustituyendo p por — p, puesto que en la 


ecuación (1) p está elevado a una potencia par y no varía 
al sustituir p por — 2. 
Asi, pues, 
~ [2 РЈ 
10) = ттт (5. 
PLIIL Р) ( ) 
Esta función se llama función de Bessel de primera es- 
pecie de orden — p. 

Si p no es un número entero, las soluciones Jp(x) y 
1-5 (x) son linealmente independientes, puesto que sus de- 
sarrollos en series comienzan con potencias distintas de x 
y, por consiguiente, la combinación lineal ал/»(х) 
+ an. (x) puede ser igual a cero idénticamente sólo para 
а = а= 0. 

Si p es un número entero, las funciones /у(х) y J-p(x) 
son linealmente dependientes, pues 


1.0) (0707,00) (n es entero). (15) 


Asi, pues, cuando p es entero, en lugar de /-»(х) hay 
ме buscar otra solución que sea linealmente indepen- 
jente con Jp(x). Para esto, introducimos una nueva fun- 

ción 


s (14) 


= 


suponiendo primero que p no es entero, 

Es evidente que la función Y, (x), determinada de este 
modo, es solución de la ecuación (I) (puesto que repre: 
senta una combinación lineal de.las soluciones particula- 
res dot y 7-1). 

Pasando a límites en (16), cuando p tiende a un ná- 
mero entero, se obtiene la solución particular У» (х) lineal- 
mente independiente con J»(x) y determinada ya para 
valores enteros de p. 

La función Y,(x) definida aquí se llama función de 
Bessel de segunda especie de orden p, o lambién función 
de Weber *). De este modo, para todo p, entero o ігассіо- 
nario, hemos construido el sistema fundamental de solu- 
ciones de la ecuación de Bessel (1). De aquí se deduce 


, (16) 


e юз autores la llaman función de Neumann y la indican 
мој, (адет) е 
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que la solución general de la ecuación (1) puede repre- 
sentarse en la forma 


y= А1,(х) + ВУ, (х), (17) 


donde A y B son constantes arbitrarias. 
No obstante, cuando p no es entero, la solución general 
de la ecuación de Bessel se puede tomar de la forma 


к= ој (а) + a-p (2), (18) 


donde са y аг son constantes arbitrarias. 
Nota 1. La ecuación que frecuentemente aparece 


xy” + xy! + (xt — рђу =0, (19) 


donde k es cierta constante (k = 0), se reduce а la ecua- 
ción de Bessel 


БЕ атас 00) 


mediante la sustitución $ == kx. 
La solución general de la ecuación (20) (cuando p no 


es entero) ез: 
y= ој, (E) + 07, (E), 
y entonces, la solución general de la ecuación (19) toma 
la forma: 
gp e au s (kx) + alp (Rx), 
Cuando p es entero, 
y=0,1, (kx) + oY, (Ех). 


Nota 2. Una clase muy amplia de ecuaciones de la 
forma 


xD ar + (+ 0x7) y=0, en 
donde a,b, с, m son constantes (c > 0, т = 0), introdu- 
ciendo una nueva variable £ y una nueva función и según 
las fórmulas 


(22) 


se reducen a la ecuación de Bessel 


de 


Lib +(@- Ju=0, 


donde , 


Cuando с = 0 y cuando m = 0, la ecuación (21) es la 
ecuación de Euler. 

Integrar mediante series las siguientes ecuaciones 
diferenciales: 


768. y —2xy=0, y= 

769, 4xy” + 2 + у =0. 

770. (1 + x) y — np ==0. 

771. 9x(1— x) y” — Ви +4y=0. 

772. y” + xy! + у=0. 

TIS. у" — ху Њу — 10, y(0)=y"(0)=0. 

En los ejercicios 774—778 hay que hallar seis térmi- 
nos del desarrollo de у(х). 

774. у" — (1 + y =0, 

TIS. y = хуу, 

776. у" — ye" =0. 

тїї. у' — о +, 00) =0. 

778. y =e + xy, y(0)=0 


y'(0) 2. 
, y (0) = 0. 


Hallar las soluciones generales de las ecuaciones du 
Bessel: 


779. xy + ху' + (at — 4); =. 
780. xy" + ху + (8 — 1) у 0. 


TH. y ++ уто. 


782. y + Ey +4y=0. 
783. ху" —2xy +4 (xt — )y=0. 
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784. му" + уу + Fy=0. 

785. v+iy+y=0 

786. y + hy pág 0. 

Demostrar la justeza de las siguientes relaciones: 
787. I5 (x) = 1-а (х)— £1, (9). 

788. 15 (0) = — Ја (2) + 21, (0). 

789. 1,46) = 22.1, (х)— 1, (9. 


79. (х)= 1) L6 (9). 

791. Ja (x) — Ja (x) == 247 (x). 

792. 4, (x) + 3/5 (x) + 4/8 (x) =0. 

793. x5 (х) == (р? — p— x?) 45 (х) + хо (x). 

794. Comprobar que Vx /,(2 Vx) y Vx Y,(2 Vx) son 
soluciones de la ecuación 

ху" + y 0. 
795. Comprobar que VxJ (Vx) y VEL (VF) son 
i i 
soluciones de la ecuación 
"IV Tis . 
796. Comprobar que 
" de 
64,0) [т + би») 


es solución de la ecuación de Bessel. 

Nota 3. He aquí otro método de integración de las 
ecuaciones diferenciales mediante series que resulta más 
sencillo al emplearlo a las ecuaciones diferenciales no li- 
neales. 

Sea dada la ecuación diferencial 


=, у, y's о ym q 


y las condiciones iniciales 
Vas m he Y us и 
Introduzcamos la siguiente defi 
Se dice que una función p(x) es holomoría en un en- 
torno |х — хо| « p del punto x == хо, si en este entorno 
ésta es expresable por una serie de potentias 


0) = я с, (к хе, 


ger, mu p^. @ 


convergente en el recinto |х — xo] < р. 

Análogamente, la función (Ж, ха. ..., X.) se Пата 
holomoría con respecto de todos sus argumentos en el en- 
torno 


аро (12. 
del punto (xf, xP, ..., xD) si es expresable por una 
serie de potencias 
PR Хр се иу A) 

Боља – же)" (s 907 
convergente en el recinto 

Гра рр, k=l, 2,..., 0. 
Subsiste el siguiente teorema. 


Teorema. Si el segundo miembro de la ecuación (1) es 
una función holomorfa con respecto de lodos sus argu- 
mentos x, y, y’, ..., И") en entorno О: 
AS 
<А, — и) <R 
del punto (Xy Yo Yw- Ш"), la ecuación (1) tiene 
una y sólo una solución y == у(х) que cumple las condi- 
ciones iniciales (2) y es ћојотогја en un entorno del 
punto х == хе: 


иик ARE Ela. 


т ахан @ 
= 


sn) 


и-н: 161 


La serie (4) es convergente en el recinto |y — | < p. 
donde 


me жи 
она =й], 6) 
aquí, a y b son unas constantes que satisfacen a las соп- 
diciones: 0 <a <R.0<b<R, y 


M= máxi} (s Ya sees rnm [2] 


Los primeros n 4- 1 coeficientes de la serie (4) se de- 
terminan por las condiciones iniciales (2) y la ecuación 
diferencial (1). 

Los demás coelicientes se determinan por la ecuación 


diferencial, derivándola sucesivamente. Por ejemplo: 
Ри 
ət 4 у 
кн | + Ly em) = 
аны m f s (L+ Ly ут n: 


p 
Xp s+ ра, иу). 0) 
дои | 


Observación. Si la ecuación (1) es lineal, 
YOR (0) y^7 4e ра (А) у m 00, (8) 


donde р(х) (k == 1, 2, ..., n) y ф(х) son funciones holo- 
morfas en fodo el eje Ox, la serie (4) es convergente tam- 
bién en todo el eje. 


Ejemplo. Hal 
rrollo en serie 
ecuación 


r los cuatro primeros términos del desa- 
Taylor de la solución y = y(x) de la 


ye, 


que cumple las condiciones iniciales: 


=l, =0. 


Y lomo Y а 

Solución. Fácilmente se observa que el segundo 
miembro de la ecuación, o sea, la función e, es desarro 
llable en serie de potencias de x e y en un entorno de 
punto (0, 0); esta serie es convergente сл la región 
— оо << + < +o, — оо < у < + оо (es decir, el se 
gundo miembro es una función holomorfa). 
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Buscaremos una solución particular en forma de se- 
rie (4): 


#®@=»@+ Рх Le Eau uuu 


Empleando Па misma ecuación, hallamos: УФ 
= e| quo = 1. 
Derivando sucesivamente ambos miembros de la ecua- 
ción y haciendo x = 0 en las igualdades obtenidas, tendre- 
mos: 

y" (0) e (у + xy) e |= 1, 

y (0) = [2y" + xy" + (у +xy P] et 1,1. 
Poniendo en la serie (1) los valores obtenidos 440), 


бе: y!" (0), obtenemos el desarrollo buscado de la so- 
lución: 


ГА e 4 
yA A A ee 
En los ejercicios siguientes hay que hallar los tres 
primeros términos del desarrollo en serie de potencias de 


la solución de la ecuación diferencial para las condiciones 
iniciales dadas. 


197. у=1—х, yl. =0 
PES 
NS 

799. y =senxy, и 1. 

800. у" Блу 0. yl =0 у=. 
801. y” —senxy'=0, yl. y g= l 


802. xy" + узепх==х, у| _„==1, И 0. 

803. y"Inx—senxy=0, yl. =0" у ,=0. 

804. y"+xseny=0, у=: 2—0, 
PS 


3. Büsqueda de las soluciones periódicas de las ecua- 
ciones diferenciales lineales. 


mo. 163 


Sea dada una ecuación diferencial lineal no homogé- 
nea de 2° orden, de coeficientes constantes 


и" ру" + ру — 0. о) 


donde f(x) es una función periódica, de período 2л, desa- 
rrollable en serie de Fourier 


H=- + Y (a, cosnx+bnsenaa). (2 
= 


Busquemos una solución periódica de la ecuación (1) en 
la forma 


к= 24 У (4, cosnx+ Basenns) (9) 
= 


Reemplazando la serie (3) еп la ecuación (1), elegimos 
sus coeficientes de modo que formalmente se cumpla la 
igualdad (1), Igualando los términos independientes y los 
coeficientes de cos пх y sen nx en los primeros y segun- 
dos miembros de la igualdad obtenida, hallamos: 


=%, pd 
писао с 


— (ра = 18) ба + pnan = 
кые PENA 


4) 


La primera de las igualdades (4) nos da la condición 
necesaria para la existencia de una solución de la forma 


si as = 0, es necesario que sea pa + 0. Poniendo (4) 
en (3) resulta: 


Уб) = + 
Olpe ni) аорта] cos лх-+[(ру—-л) ba + piñas] sen nx. 
+2 ИЕ . 9 
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0 y p, — n?, donde à = 1, 2, ..., existirá 
dica solamente si se cumple la condición 


Cuando т 
solución pe 


m 
=} [ Ha)sennxdx=0, 
è 


(6) 


m 
a=+f Fx) cosnxdx=0, 
à 


Los coeficientes A, y В, para & яё n se hallan por las 
fórmulas (4), mientras que los coeficientes А, y B, son 
constantes arbitrarios, puesto que la expresión А, cos nx + 
+ B, sen nx es la solución general de la ecuación homo- 
génea correspondiente, 

Cuando по se cumplen las condiciones (6), Ча ecua- 
ción (4) carece de soluciones periódicas (aparece el fenó- 
meno de la resonancia). 

Cuando p; = 0 y аз == 0, el coeficiente Ао queda inde- 
terminado y la ecuación (4) tiene una infinidad de solu- 
ciones periódicas, que se diferencian entre si en un su- 
mando constante. 

Si el segundo miembro /(x) de la ecuación (1) tiene 
periodo 21 52 2л, hay que buscar la solución de la ecuación 
(1) en la forma 


y A p D (A. cos SE + Врана 295), 


En este caso, las fórmulas (4) varian correspondiente- 
mente. 


Ejemplo 1. Hallar las soluciones periódicas de la ecua- 
ción 


v+u=Y e. 
= 


Solución. Se tiene 


р 0, pa=4=2, 0,0, 0,=0, ba == (1=3, 4 


La función f(x) = Y, ELE по contiéne el término 
= 
resonante аг cos 2х + бу зеп2х, y, por consiguiente, la 


ecuación tiene una infinidad de soluciones periódicas. 
Los coeficientes se hallan por las fórmulas (4): 


de 


АО, 4.=0, B,=0, В, = ту (0=3, +. 


Todas las soluciones periódicas quedan dadas por la 
fórmula 


y (x)= Acos 2х + В: sen „-У ә к f 


donde А; y В; son constantes arbitrarias. 


i Ejemplo 2. Hallar las soluciones periódicas de la ecua- 
ción 
у" + y= cosx. 


Solución. En este caso, pı = 0, pa = 1. Comprobe- 
mos el cumplimiento de las condiciones (6). Se tiene: 


m P P 
| соз соз хх = (cost edm n; | cosesensdx=0. 
ё è à 


(aquí, n == 1). 

Las condiciones (6) de existencia de solución periódica 
no se cumplen. Por consiguiente, la ecuación dada no 
tiene soluciones periódicas. 


Ejemplo 3. Hailar las soluciones periódicas de la ecua- 
ción 
y”—y=lsen x| 
Solución. La función /(x)=|senx] es periódica, 
de período л. La desarrollamos en serie de Fourier en el 
intervalo (—а, л): 


2 4 сади 
вет. Cam. 
= 


Buscamos la solución de la ecuación dada de la forma 


y (x) = + Y A, cos nx + B, sen nx). 
= 


Se tiene 


De las fórmulas (4) hallamos: 


Ai =0 Anm За 
B,=0 (п==1, 2, 


Por consiguiente, la ecuación tiene una solución periódica 
de la forma 


Hallar las soluciones periódicas de las siguientes ecua- 
ciones diferenciales. 


805. у” 4+3y=1 + У лк senos 
= 


808. y" y У AZ, 
2 


807. у" + v=Y MA. 


= 
808. у" — 4у' + ду=те—%, —л<х<л. 
809. у” — 4y = (cos ax. 

810. y" — 4y' + 4y = arcsen (sen x). 

811. y” + ду = sen? x. 
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$ 18. SISTEMAS 
DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES 
DE COEFICIENTES 
CONSTANTES 


Se llama sistema lineal de ecuaciones diferenciales con 
coeficientes constantes al de la forma 


de, 


= Ум", 0 
я 


donde ау son unos números dados y /,(0), unas funciones 
adas. 

El sistema lineal se llama homogéneo, si todas [1 (1) = 
ва 0. El conjunto de funciones 


n=l 00, s хажефа(), e) 


determinadas y diferenciables, con derivadas continuas, 
en el intervalo (a, b), se llama solución del sistema (1) 
en este intervalo, si las funciones (2) convierten a las 
ecuaciones del sistema (1) en identidades, que se cumplen 
para todos los valores de 1 de (а, b). 

El problema de la búsqueda de la solución 


па), n=l ..., xx) [2] 
que satisface a las condiciones iniciales 


Am xx es хе © 


se denomína problema de Cauchy. 

Examinaremos cuatro metodos muy difundidos de solu- 
ción de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales de 
coeficientes constantes de la forma (1). 


1. REDUCCION DE UN SISTEMA A UNA ECUACION 
DE n-ESIMO ORDEN 


El modo más sencillo de integrar el sistema (1) consis- 
te en reducirlo a una ecuación diferencial de orden n. 
Resulta que se obtiene una ecuación diferencial lineal 
de coeficientes constantes. 
llustremos este método en el ejemplo de un sistema de 
dos ecuaciones: 


95 =ах+ьу+10 | (D 


q 
-=сх+ау+ 0] (2) 


Aquí, a, b, c, d son coeficientes constantes, f(t), g(t) son 
unas funciones dadas, mientras que x(t), УЦ son las 
funciones incógnitas. De la ecuación (1, 1) hallamos: 


9-10). © 


Reemplazando y en la segunda ecuación del sistema por 
el segundo miembro de (2), у $% por la derivada del 


segundo miembro de (2), obtenemos una ecuación diferen- 
cial de segundo orden en x(t): 


АФ +В SE + СР =0, 


donde A, B, C son constantes. 
De aquí hallamos, x == x(f, Cı, Ca) y poniendo en (2) 


el valor hallado de x, así como $ , hallamos y. 
Ejemplo. Integrar el sistema de ecuaciones 
+] en 
Же=х+ї) 62 а 


De (3,1) hallamos: 


Poniendo (4) en (3.2), resulta una ecuación diferencial 
lineal de segundo orden con coeficientes constantes: 


5 1—-1=0, (5) 


La solución general de la ecuación (5) es: 
х= Се + Се“ 1. (6) 
Poniendo еп (4) la derivada respecto а / de (6) obte- 


nemos: 


y=0 – Се — 1. 


La solución general del sistema (3) es: 


xe Ce! + Се 
ym Спе! — С,е 


—1 
ТИ 


2 METODO DE EULER DE INTEGRACION DE UN SISTEMA 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS 
DE COEFICIENTES CONSTANTES 


Examínemos este método en el caso de un sistema de 
tres ecuaciones diferenciales lineales: 


dx 
ar = ву + с 
Ж тах tby taz 0) 
E = а + Њу + с 
Buscamos la solución del sistema en la forma 
rol, у=м", т=з", @) 
donde A, p, v y r son constantes. 
Poniendo (2) en (1) y simplificando por e", resulta 
un sistema de ecuaciones para determinar A, p y 


(a—r)2+bu4cv=0, 
aj + (и —r)n+cv=0, (3) 
ал den +(e r) v=. 
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El sistema (3) posee solución no nula cuando su deler- 
minante A es igual a cero. 


ar b Е 
a 
в 


La ecuación (4) en r denominada característica, es 
cúbica. 

a) Supongamos que las raíces л, ra y rs de la ecua- 
ción característica son reales y distintas, Sustiluyendo en 
(3) г por el número г, y resolviendo el sistema (3) se ob- 
tienen los números 2, ju y v. Haciendo después en (3) 
r= га, se obtienen los números As pa va Finalmente, 
para 7 == rs resulta д» из, уз. Para las tres colecciones 
de los números 2, н y v, obtenemos tres sistemas de so- 
luciones particulares: 


0. 4) 


o 
ahun Y TE |. (5) 
хуне, ре, ауе 


La solución general del sistema (1) tiene la forma 
к= Cy + Cota + Суху, | 


у Си + Сш. + Су (6) 
2= Са + Сг; + Су 
Ejemplo 1. Resolver el sistema 
e 


Solución. Escribimos la ecuación característica 
3—r —1 1 
Е 5-r 

Lol 3— 
o bien, r° — 1102 + 367 — 36 = 0. 


m 


А las raíces п == 2, ra = 3, ra = 6 les corresponden 
los números 


Мићо m=0, == 

=l, ш=1, у 1; 

Ме] №=-2 м1. 
Escribimos las soluciones particulares 


n=", y =0, z=- 
n=", pač, z= | (9) 
жже, p=", nu 

Respuesta: 


y= Сеч 1C 
z= Cy Се + Сун 


b) Examínemos ahora el caso cuando las raíces de la 
ecuación característica son complejas. 


Ejemplo 2. Resolver el sistema 


xe C, Cu + Ct 
|. (10) 


(1) 


Solución. Escribimos el sistema para la determi- 
nación de & y p: 


(1 0)А — би =0 
2-(1+ru=o)" ya 


La ecuación caracteristica 


l=r - 
2 
tiene las raíces rı = 31, r == — 31. 
Poniendo en (12) 71 =3í, obtenemos dos ecuaciones 
para la determinación de % y ju: 
(1— 397, — 5p =0 } 
2 —(1+3)m=0 J^ 


jes 
r 


m 


una de las cuales es consecuencia de la otra (puesto que 
el determinante del sistema (12) es igual a cero). 

Se puede tomar M = 5, ш = 1 — 3i, entonces, la pri- 
mera solución particular se escribirá asi: 


x55, g— (0 — 308. (3) 


De modo análogo, sustituyendo en (12) la raíz т=з 
= —3i, se halla la segunda solución particular: 


ху 56, guo (14 30) e. (14) 


Pasemos а un nuevo sistema fundamental de solucio- 


nes: к 
LE: it. ъ= 7 — m 
ТЕ пей 
Aplicando la conocida fórmula de Euler 
ем! — cos af ж ¿sen al, (16) 


donde a es un número real, de (14) y (15) obtenemos: 


д == Bcos 31, 3, = sent; 
= 0831-35013, ў. = sen 3! — 3 cos 3t. 


La solución general del sistema (11) es: 


x — си, + Сй, = SC, cos 3t + 5С, sen 3t, 
у Ci + Caja = Ci (cost + 3sen 31) + C; (sen 3t—3cos3t). 
Observación. Una vez hallada la primera solu- 
ción particular (13) se podría haber escrito inmediatamen- 
te la solución general del sistema (11), aplicando las 
fórmulas 
х= C Rex, + Ca Im xi, } 
y C Rey + Cm y, | 
donde Ве г y Im 2 indican las partes real e imaginaria del 
número complejo г, respectivamente, es decir, que si 2 = 


== a + bi, entonces, Rez = a, Im z = b. 
c) Caso de raices múltiples. 


(7) 
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Ejemplo 3. Resolver el sistema 

55 офу | (18,1) 
5 as 
№ =4—х | (182) 


Solución. La ecuación caracteristica 


o bien, г? — 6r + 9==0 tiene una raíz múltiple 7,—7,—3. 
La solución se debe buscar de la forma 


te] 
у= ба ийе" N 
Poniendo (19) еп (18,1), obtenemos: 
3041 m 205 ин) + 0+0. (20) 


Identificando los coeficientes de iguales potencias de £ 
en el primero y segundo miembro de (20), resulta: 


(19) 


За + 2 + М 
Зи = 20, + на |, eu 
de donde 
Manta 
= } en 


Las cantidades % y ju se mantienen arbitrarias. Indicán 
dolas mediante C, y Су, respectivamente, obtenemos la so- 
lución general del sistema (18) en la forma: 

x=(C, t Cet 

к= (С, C +С) еч |" 

Observación. Fácilmente se comprueba que po 
niendo (19) en (182) se obtiene el mismo resultado (22) 
En efecto, de la igualdad 
ра F3 (ha + ш) = 4 (а + д — 0a +) 


тч 


obtenemos dos relaciones para la determinación de Аз y из 
mediante 24 y ш: 


de donde 


3. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES MEDIANTE COMBINACIONES INTEGRABLES 


Este método de integración de sistemas de ecuaciones 
diferenciales (no necesariamente lineales) consiste en lo 
siguiente: mediante operaciones aritméticas convenientes 
(por ejemplo, sumando, restando, elc.) de las ecuaciones 
del sistema dado se forman las llamadas combinaciones 
integrable, o sea, unas ecuaciones fáciles de integrar de 
а forma 


Ри) =0, a 


donde u es una función de las funciones buscadas x(t), 
Xt)... „ха(д 
Ejemplo 1. Resolver el sistema 


Solución. Escribamos el sistema (2) en la forma 


xdx=y di 


gd at | 3 


Sumando término a término, obtenemos: 


xdx 4- y dy — (8 +y) dt, 


о bien, " 
ACT 
Гизи 24. 
де допде 


пи = + fa C. 


Potenciando, se tiene 
4 gi Cet. (4 


Restando término a término la segunda ecuación (3) de 
la primera, obtenemos 


хак— у-ва, 
о bien, 

A 24, 
de donde 


£ y= Ce, (5) 


Despejando x e y en (4) y (5), hallamos la solución 
general del sistema (2): 


donde para simplificar se ha hecho 
бус, 6-6. 


Ejemplo 2. Hallar la solución particular del sistema 


E =3+5y | 6n 

Y --—2—81, ) (62) bis 

que satisface a las condiciones iniciales 
ха; (am о 


Solución. Multiplicando por 2 la primera ecuación 
y sumándola con la segunda, resulta 


Le ED cage y. 
de donde 
3x4 y Сей, 
yo Cet — 2x. e 
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Poniendo (8) en (6,1), obtenemos una ecuación lineal 
para delerminar a: 


= т БС“. (9) 
De aqui, 
EA (10) 


Por consiguiente, 
у бе“ — 2667. (и) 


Las expresiones (10) y (11) representan la solución 
general del sistema (6). 

Para hallar la solución particular que satisface a la 
condición (7) hay que sustituir en (10) y (11) las va- 
riables £, x e y por los números 0. 2 y 5, respectivamente. 
Para la determinación de C; y Cs, resulta el sistema de 
ecuaciones 


2=с,+$с, 
2 | (19) 


5=- $6, — 26, 


de donde 
3. 


Слао, Си 
La respuesta es: 


x Belt — get 
panel | 


4. METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES 


Aquí ilustraremos este método en el caso de tres ecua- 
ciones no homogéneas. 
Sea dado el sistema 


x ах у фаг = (0, | (11) 
y + ax 5ш + erz = 00), | (1,2) (0 
2! + ах tby ег = 0). ^ 03) 
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Suponemos que ya se ha hallado la solución general del 
sistema homogéneo correspondiente y que tiene la forma 


х= Си + Cota + Cus, 
y= Сип + Саз + Суз, 
г= ја + Codo + Сг. 


Vamos a buscar una solución del sistema no homogé- 
neo (1) de la forma 


xm C (Dx, + С, (0) xo + Cs (0 xs. | 


[7] 


#= C, (0 y + Co + Cs D у, 
2-0 а, + С, z: +C, (025. 


donde C (D). С. C(t) son unas nuevas funciones in- 
cógnitas Pongamos (3) en (1); la ecuación (1, 1) loma 
la forma 


Cix + Cp, Су, + C (xi + ах, + 6,9, ће) + 
Са ак + ев.) + 
+С, + at Мә, е) ELO (4) 


Todas las sumas que figuran entre paréntesis se con- 
vertirán en cero (puesto que (2) es solución de la ecua. 
ción homogénea correspondiente), de modo que tendremos: 


Cix С Су (0. (5) 

Análogamente, de (1,2) y (1,3), después de poner (3), ob- 
tenemos: 

Си, би, + Сш, = fa 0. 

Ciz, +С, + Су, =1, (8. 

El sistema de ecuaciones S y (6), lineales con res- 


pecto a Сї, Сї, C$, tiene solución, puesto que su deter- 
minante 


(3) 


(6) 


XQ м Xy 
Ади y јео 
2 2 2 


es distinto de сего, en virtud de la independencia lineal 
de las soluciones particulares del sistema homogéneo co- 
srespondiente, 
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Una vez conocidas Ci (0), С, C3(f), integrando ha- 
Hamos C, (f), Ca(1), Catí) у, por consiguiente, la solución 
(3) del sistema no homogéneo (1). 


Ejemplo. Empleando el método de variación de las 
constantes, resolver el sistema 
хау | 


@) 
iy pt 


Solución. Resolvemos primero el sistema homo- 
géneo 


424 4y=0, 
(8) 


dy 
Ми уто. 


Derivando la primera ecuación respecto de £, resulta 
dix ойх y 
Мо +4 =. 

Pero de la segunda ecuación S% =у — х, por esto 
obtenemos 


p 
о 4-0. 
De la primera ecuación 4y = — “$ — 2x, de modo que 
Le o e — 16 — ду 4 =0, 
o bien, е 
A 
355 45 био. 


La solución general de esta ecuación es: 
x e Cet + C7. 


Pero, como 


enemos 
y= Се“ + Сет, 
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Sustituyendo Сз por 4C, tendremos: 


к= Cet + 462“ 
к= Сеч Ce e 


Esta es la solución general del sistema homogéneo (8). 
poe iemos ahora una solución del sistema по homo- 
géneo (7) de la forma 


х= Сда 4,0) есу | 
g— —C,(0e 46) |" m 
Después de poner (10) en (7), obtenemos 
Ci (t) e A 1 4 AE 
сес) еза 


De aquí, 
PLE M 


Ci) e SESS enn, 
з 
1+8 
[TS COE e 
Por consiguiente, 
[TE 


XP и eC, 
s М (и) 


799 
сем, 


donde Ci, C; son las constantes de integración. 
Poniendo en (10) las expresiones halladas de Ci(f) 
y Са((), obtenemos la solución general del sistema (7): 


CAC +1+ P 


gm - GP Ree Та (12 


Obsérvese que las funciones p.()=1 Ву += 
=—+£ forman una solución particular del sistema по 
homogéneo (7). 
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Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones dife- 
renciales: 


812. 


813. 


814. 


815. 


816. 


817. 


818. 


819. 


4 
ЧЕ зи у=0 


х (0) = у(0) = 1. 
L—r+y=0 | уз 


de П O 
22:2 
| E 
4 30—01 


ту | 


44. Бух |“ 
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820. 


821 


822. 


823. 


824. 


825. 


ERAT y 


dx 
E ву 


Eo. 
d => +8у — 
фу 22 —1+2 
1х 

ЗЕ ку +1 
куге 
ахуе 


Ubri 
Se =xcost | 


еее ду 


Ley br 
a aL, 
(x93. = 
al зи. ú 
f= sy 
б^ x(0—6, (0) = —2. 
4 
act 
P ex) y (0) 1. 
WES 


ЕЕ) 
+ |. х@=1, 00) =0 


831. 


832. 


833. 


834. 


| x(0—0, у(0)=1. 


и = 


? 000) = 1. 


de уй 
ЖҮ? = Их +80 И" 

‚ х@=?, 000) —1. 
13:95. =59x + 2y i 


: © x= o gut. 


: x92 —2, y(0)=1. 
ни 
246 6r — у 60143 


dr 
оңо =2. y (0) =3. 
dyu | 


ddx( — 20d! ) 
= (+10 +2х—йа | 


$ 19. TEORIA 
DE LA ESTABILIDAD 


1 ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNOV 
Sea dado un sistema de ecuaciones diferenciales 


а, à 
AG km ek ml essa. (0) 


Una solución ,(/) (i= 1, 2... п) del sistema (1), 
que satisface a las condiciones iniciales qu(l) = quo 
(im 1, 2, п) se Пата estable según Liapunov, si 
para cualquier ғ > 0 existe un número &(e) > 0, tal que, 
para cada solución x,(/) ( 1, 2,..., n) del sistema (1) 
cuyos valores iniciales cumplan las condiciones 


lult) polc’ (i=1,2,.... п), (2) 
se verifica la desigualdad 
Ix) — e (is @=1,2,...,п) (8) 


para todos los valores f = fo. 

Si para valores de 6 > 0 arbitrariamente pequeños no 
se cumple la desigualdad (3), al menos para una solución 
щй) (= 1, 2, ..., n), la solución qu(1) se Пата ines- 
table. 

Si, en las condiciones (2), además del cumplimiento 
de la desigualdad (3), se cumple también la condición 


lim|x)— «0170, (=1,2,.. ту, [2] 


la solución ọ,(/) (ë 
mente estable. 

El estudio de la estabilidad de una solución 4 (0) 
U=], 2, ..., п) del sistema (1) se puede reducir al 
estudio de la estabilidad de la solución nula (trivial) 
x = (i= 1, 2, ..., n) de un sistema análogo al siste- 
ma (1): 


‚ п) se Mama asintótica- 


Q (=12,...1) (1) 


0li=1,2....1). 
1,2, ..., n) es un punto de 


donde Р,(0, 0, ..., 0, 
Se dice que xim 0 ( 
reposo del sistema (1). 
Para el caso del punto de reposo, las definiciones de 
estabilidad e inestabilidad se pueden formular así: 
el punto de reposo x, wa 0 (i = 1, 2, ..., n) es estable 
según Liapinov, si para cualquier e > 0 es posible hallar 
un ё > 0 tal que cualquier solución x(t) (i = 1,2, ..., п), 
cuyos datos iniciales xi == x; (fo) 
(i= 1, 2, ..., n) satisfacen a la 
condición 


Га (i=l, 2, 
se verifica la desigualdad 
lalce (=1,2,..., n), (37) 


para todos los valores {> fe. 

La significación geométrica 
рага п == 2 es la siguiente: 

Por muy estrecho que sea el 
cilindro de radio e con el eje Ot, 
existe en el plano 
torno del punto (0, O, fo), de amplitud 2f, tal que todas 
las curvas integrales 

xx) 

x к (0 1" 
que salen de este entorno se mantienen dentro de este 
cilindro para todos los valores / > f; (véase la fig. 24). 

Si, además de la desigualdad (3), se cumple tam 
la condición lim|x,(£) | 0 (i= 1, 2, ..., л) la estabi 

i>a 


n) (2) 


dad se Пата asintófica. 
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Si para valores de б > 0 arbitrariamente pequeños no 
se cumple la condición (3) al menos para una solución 
х) (i=1,2 ..., п), el punto de reposo del sistema 
ж к= 0 (¿=1,2,....n) es inestable. 


Ejemplo. Partiendo de la definición de estabilidad se- 
gún Liapunov, aclarar si es estable o no lo es, la solución 
del sistema 


t) 

que satisface a las condi 4(0) =0. 
Solución. La solución del sistema (1) que satisface 

а las condiciones iniciales dadas es: x(()=0, (f) = 0. 


Cualquier solución de este sistema que satisfaga a las 
condiciones iniciales х(0) = x», y(0)= Yo tendrá la forma 


x (i) xs cos ( — yosent, 
y (D) = xs sent + uo cost. 


Tomemos е > 0 arbitrariamente у mostremos que 
existe un número (e) > 0 tal que, siendo 


1%—01< ò, 
1%—01< 8, 
se verifican las desigualdades 
1х0 — 0121 x, cost — y, sent | < в, 
19 (0) — 01== | x, sent + со |< € 


para todos los valores t > 0. 

En virtud de la definición, esto significará que la solu- 
ción nula x(1)=0, 4(() m 0 del sistema (1) es estable 
según Liapunov. 

Se tiene, evidentemente, 


| хасов! — gosen t| <|xocost |+] ys sen (| xo] +1 yol 


4) 


6 


1җзеп/ + yocos t| | хо sen 14-1 у» cos (|| x; || yl 9 
para todos los valores £. 
Por lo tanto, si |xo]+|yo]< e, también será 
|хусов! — seni |< е 
e 


| x, sent + yocost |< e 
para todos los valores £. 
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Por consiguiente, si por ejemplo se loma 3(0) ==. 
entonces, siendo |xo| <8 y || < ð, en virtud de (6) se 
cumplirán las desigualdades (7) para todos los valores 
1 > 0, es decir, que en efecto, la solución nula del sistema 
(1) es estable según Liapunov. No obstante, la estabilidad 
по es asintótica. 

Basándose en la definición de estabilidad según Lia- 
punov, estudiar ta estabilidad de las soluciones de las si- 
guientes ecuaciones y sistemas de ecuaciones: 


843. Lin rol. 
844, t — 2 (c-- 1), x(0)=0. 
845. ака, (=l 


846. ЕО x(0)=l. 
= xod» | 


847. x(0)= y (0) =0. 


4 Ту 
а 2900) 
Е —к— 3у 


848. x(0)= у(0)=0. 


2 TIPOS ELEMENTALES DE PUNTOS DE REPOSO 
Sea dado un sistema de dos ecuaciones diferenciales 
lineales homogéneas de coeficientes constantes 


dx 
г == дух + аву 


B (0) 
dE ах + any 


donde se supone 


El punto x == 0, y = 0, en el que se anulan los segun- 
dos miembros de las ecuaciones del sistema (1), se llama 
punto de reposo del sistema (1) o punto singular. 
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Para estudiar los puntos de reposo del sistema (1) hay 
que formar la ecuación característica 


a4— аа 


а ah р e 
y hallar sus raices А1 у Az- 
les los casos siguientes: 
М y Aa de la ecuación característica (2) 
son reales y distintas: 
a) h «0, da<0 Punto de reposo de estabilidad 
asintótica {nodo estable, fig. 25). 


Fig 25 Fig. 26 


b) м > 0, м 2 0. Punto de reposo inestable (nodo 
inestable fig. 26). 

€) М > 0, % << 0, Punto de reposo inestable (punto 
de ensilladura, fig. 27). 


EL XS 


2—5 
Fig. 27 Fig. 28 
1l. Las raíces de la ecuación característica (2) son 


imaginarias: 
Мерфи, Mm=p— іб, 


4 7 0. Punto de reposo de estabilidad asin- 
m y estable, fig. 28). 
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b) p20, | d Punto de reposo inestable (foco 


inestable. fig. 29) 


Fig. 29 Fig. 30 


fig 9 м > 4 5-0. Punto de reposo estable (centro, 


Fig. 31 Fig. 32 
И. Lag raices son múltiples, i = 22: 


а) М == А < 0. Punto de reposo de "estabilidad asintó- 
tica (nodo estable, le 31, 32). 


/ 


Fig 33 Fig 34 


b) Эч = àz > 0. Punto de reposo inestable (nodo ines- 
table, fig 33, 34). 
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Ejemplo, Determinar el carácter del punto de reposo 
(0, 0) del sistema 


а 
PII 

m d 

wrt | 
Solución. Formamos la ecuación caracteristica 


5—5 
2 


02—63 +7 =0. 


о bien, 


Sus raices% =3 + V2 >0,2.=3 — УЗ > 0, son rea- 
les, distintas y positivas. Por consiguiente, el punto de 
reposo (0, 0) es un nodo inestable. 

Determinar el carácter de los puntos de reposo para 
los siguientes sistemas de ecuaciones diferenciales: 


Р 
LO 


мо. ^ 
=r 
х Зу 
ви. ay 
аг УУ 
de 
2 y 
852. 2 В 
у 
dx 3. 7 
Sm Ty 
858. @ 
Le 2% Sy 
" 5 
Seni, 
ви. 4 Ка 


E a7 
a =7x —3y 


858. ¿Para qué valores de æ es estable el punto de 
reposo (0, 0) del sistema que sigue? 


4 = 30 hoy | 
E iy } 


Nota. Sca dado un sistema de ecuaciones diferencia- 
les lineales homogéneas de coeficientes constantes 


de 59 A 
= Уши 6 
D 


Para este sistema subsisten tipos análogos de disposi- 
ción de lus curvas integrales alrededor del origen de coor- 
denadas (punto de ensilladura generalizado, nodo genera- 
lizado, ete). En este caso, si las partes reales de todas las 
raices de la ecuación caracteristica del sistema (3) son 
negativas, el punto de reposo de сме sistema x, ив 0 
(i= 1,2; ..., n) es asintóticamente estable. Si, al menos 
para una raiz de la ecuación característica, la parte real 
es positiva, el punto de reposo es inestable. 


,2,..„т (22. (3) 


Ejemplo. ¿Es estable el punto de reposo (0, 0, 0) del 
sistema que sigue? 


Solución. Formamos la ecuación característica 
Ао 1 


0 1 —i-a 
o bien, (1 +2) (22 +32 4-3) — 0. 

Las partes reales de las raíces de la ecuación caracte- 
rística 4, —1, аз E son negativas. Por 
consiguiente, el punto de reposo del sistema dado es asin- 
tóticamente estable. 
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3. ESTABILIDAD SEGUN LA PRIMERA APROXIMACION 
Sea dado un sistema de ecuaciones diferenciales 


S Ls amer) ml meson) () 


y sea x те 0 (i— 1, 2, ..., n) un punto de reposo del 
mismo, о sea, 


20,0, ..., 0) =0 (1=1,2,..., п). 


Se supondrá que las funciones /, (ха. xo +... Ха) son 
diferenciables en el origen de coordenadas una cantidad 
suficiente de veces. Desarrollando las funciones f; por la 
fórmula de Taylor, según las x, еп un entorno del origen 
de coordenadas, resulta 


аҳ 
T=} дих) + Ri (ži хь 


MACAO] 
У). 


(X) (= 1,2, .,. п), (2) 


donde а, y R, son los términos infini- 


tésimos de segundo orden con respecto a Xi, хв... 
En lugar del sistema (1) consideraremos el sistema 


у хе 


а 
аи (—1,2,.... а) (a= const), (8) 


a 


denominado sistema de ecuaciones de 12 aproximación 
para el sistema (1). 

Subsiste lo siguiente: 

1. Si las partes reales de todas las raíces de la ecua- 
ción característica 


аА 
а (4) 
а а 
son negativas, las soluciones nulas z,e0 (í=1,2, ..., n) 


de los sistemas (3) y (2) son asintóticamente estables. 

2. Si la parte real de al menos una raiz de la ecuación 
característica (4) es positiva, la solución nula del sistema 
(2) es inestable. 
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3. Si las partes reales de todas las raíces de la ecua- 
ción caracteristica (4) no son positivas, siendo igual a 
cero la parte real de al menos una raíz, el estudio de la 
estabilidad según la primera aproximación es, por lo ge- 
neral, imposible (comienzan a iníluir los términos no 
lineales de А). 


Ejemplo. Estudiar la estabilidad, según la primera ар- 
roximación, del punto de reposo x = 0, у = 0 del sistema 


i= 2x + y — 50, 
y=3x ++: 3 ( 


dx " di 
=. бер © 
Solución. El sistema de primera aproximación es 
вез +, | 
Е : 6 
фази © 
los términos no lineales satisfacen a las condiciones ne- 


cesarias, pues su orden es >2. Formamos la ecuación 
caracteristica para el sistema (6): 


?- 1 
run 
Las raíces de la ecuación característica (7) Ае 
3-13 
ET 


o bien, #2—3,—1=0. (7) 
34 Y 

i 
„= son reales y % > 0. Por consiguiente, 


la solución nula x == 0, у = 0 del sistema (5) es inestab] 

Estudiar la estabilidad, según la primera aproxime 
ción, de la solución nula х == 0, у == 0 de los siguientes 
sistemas: 


век ду — seng? | 
-1) 


859. E 
detal 
i=-x4+3y+éseny | 
jm —x—4y-1— сову J^ 
onthe] 


3x — 22 sen y 4 xt — à 
зеп —5у+е”—1 
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" —10x + 4e? — 4cos y? | 
"i28 —2—у-+ х1 1“ 

Tx +2 sen y — yt 
Зи s 


86: 


864. 


САРЕ 
MELLE, DE 


je-y-Wxr-y 


= 5 хе“ — 3y + sen xè 
866. E А 
да 2х 4ye 2 — усовх | 


: n 
зех 7000-0 + 


3 *—3ycos y — lly’ 


i= 006-10) yH 
[ 1 
у рх seny + у“ 


Вх + усозу — > 
869, 5 
узи + ig је“ 


4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES 
DIFERENCIALES CON RESPECTO A LA VARIACION 
DE LOS SEGUNDOS MIEMBROS DE LAS ECUACIONES 


Sean dadas las ecuaciones diferenciales 
y'=} (x, Y о) 
y'=} (x, d 9s y, (2) 
donde las funciones f(x, y) y Ө(х, y) son continuas en un 
dominio С del plano ХОР y la función f(x, y) admite en 
este dominio derivada parcial continua 9L, 
Supongamos que en el dominio G 


19(х, 0 1<е. [7] 


g(x) e y = p(x) son soluciones de las ecuaciones 
(2), respectivamente, que cumplen una misma con- 


Si 
( 
dición inicial 


Ф Фо 
entonces, 


1e) — Фо iS Jr (179 — 1), [7] 


donde M= max | 3L]. 


ene 

De la acotación (4) se deduce que, si la perturbación 
de la función 8(x, y) que figura en el segundo miembro 
de la ecuación (1) es suficientemente редећа en el domi- 
nio С la diferencia entre las soluciones de las ecuaciones 
(1) y (2) será pequeña en valor absoluto en un intervalo 
finito de variación de x. 

Esto permite resolver aproximadamente ecuaciones di- 
ferenciales complicadas sustituyéndolas por ecuaciones 
elegidas racionalmente que se resuelvan con mayor faci- 
lidad. 

Esta última circunstancia puede utilizarse esencial- 
mente para fa resolución de ecuaciones diferenciales liga» 
das con problemas de la física о de la técnica. 


Ejemplo. Hallar en el cuadrado Q[—F<x< 
—1<y< 3) la solución aproximada de la 
y'= sen (ху), 


que cumple la condición inicial 


gum Ou, (2) 
y acotar el error. 
Solución. Sustituyamos la ecuación (1) por la 


ecuación 
y-xy 6) 
жы =0,1. (4) 
La ecuación (3) con la condición inicial (4) tiene la solu- 
ción 
y=0, 1-07, 
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que para todos los valores de xe [— 5: i]. по sale 
fuera del cuadrado fundamental Q. 

En virtud del teorema de existencia y unicidad de la 
solución, la ecuación (1) con la condición inicial (2) ad- 
mite una sola sol y= y(x) y por solución aproxi- 


dee, 


mada del problema (1) — (2) se puede tomar y 
que representa la solución del problema (3)—(4). 
Acotemos la diferencia 
3190) 0). (-4<x<3) 
donde ф(х) 0,1 -eF еѕ la solución del problema (3)— 
(4). En el caso considerado f(x, y) == xy, por lo cual, 
9t 1 
[Sari 
Según la fórmula de Taylor, 


m 
Isnz—z|« HP, 


Por consiguiente, en el cuadrado Q se liene: 


Isen xy ху? < т uu. 


Ulilicemos la cota (4) tomandoe=> 7, M = тах 


aeo 


Resulta: 
a=- 4015 75 l 
ra 
zajed]: 
Fácilmente se observa que la solución ф(х) del problema 
(1)—(2) no sale fuera del cuadrado fundamental Q. 
¿Cuanto se diferenciarán las soluciones de las ecuacio- 


nes dadas a continuación, si cumplen una misma condi- 
ción inicial y... =y, en los intervalos considerados 


(о = 0)? 
810. y = RES 


A 


к=т + +00! sen х en [0, Ц. 
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1 ү созду 


CA en [0,2]. 


872. y — p arcig ху, 


y = загс xy + 0001677 en (0, 1]. 


5. CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ 


Sea dada una ecuación diferencial lineal de coeficientes 


reales constantes 


аш" + ayh- + ... {+-аш=0 


(в а, -.- а, = сопзі, a> O ae 


La solución nula y == 0 de la ecuación (1) es asintóti- 
camente estable, cuando las partes reales de todas las 
raices de la ecuación caracteristica 


ГО) m ad" Ha + RA На. =0 Q 
son negativas. 

Criterio de Routh — Hurwitz. Para que las partes rea- 
les de todas las raíces de la ecuación (2) sean negalivas 
es necesario y suficiente que sean positivos todos los me- 
nores principales diagonales de la matriz de Hurwitz 

а a 0 0 0 0...0) 
а ша a, 0 0. 


of e 


La matriz de Hurwitz se compone del modo siguiente; 
En [а diagonal principal se escriben los coeficientes del 
polinomio (2), comenzando por а; y terminando por ал. 

Las columnas, una tras otra, constan de los coeficientes 
de subíndices solamente impares o de subindices sola- 
mente pares. Entre estos últimos va incluido el coefi- 
ciente ау. Todos los demás elementos de la matriz, corres- 
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pondientes a subindices mayores que п o menores que 
сего, зе suponen iguales a сего. 

Los menores diagonales principales de la matriz de 
Hurwitz son de la forma 


а 0 
Мес, М [a aj. ni |; cis 
% щ а 
а 
а 
м=| а, 


Por lo tanto, la condición de Hurwitz dice: para que 
la solución y zz 0 de la ecuación (1) sea estable, es ne- 
cesario y suficiente que se cumplan las relaciones: 


4,>0, 4:>0,..., А, > 0. (4) 


Сото A, == a,5,-1, la condición A, > 0 puede sustituirse 
рог а, > 0. 


Ejemplo. Estudiar la estabilidad de la solución nula 
de la ecuación 


ИУ + Sy" + 13y” + 1907 + 10y=0. [7] 
Solución. Formamos la ecuación característica 
10) e 1 4 502 + 1372419 + 10=0. 


Aqui, a; = 1, а, = 5, а; = 13, аз = 19, а, = 10. 
Escribimos los menores diagonales de Hurwitz 


5.1.0.0 
19 13 5 1 

м=| о ю ю 13 | 74920. 
90 0 0 10 
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Ha resultado que A, > 0, Да > 0, Аз > 0, A, > 0. Por 
consiguiente, la solución trivial y s» 0 de la ecuación (5) 
es asintóticamente estable. 

Los cálculos se pueden efectuar del modo siguiente, 
Formamos primero el menor superior de Hurwitz An, des- 
pués de lo cual fácilmente se escriben todos los menores 
inferiores Asi, .... Ay. Ahora se pueden calcular sucesi- 
vamente Ди, As elc. Si aparece un menor negativo, la 
solución es inestable y el cálculo ulterior es superfluo. - 

Estudiar la estabilidad de la solución nula de las si- 
guientes ecuaciones: 


873. y" — Зи’ +2y=0. 

874. yY + 4" + 79" + 6y + 2у =0. 

875. y" +59" + 9y + 5у =0. 

876. yY — 2y” + y" +24 — 2y =0. 

877. у + Ty" + 17у" + Пу +6y=0. 
878. y” — 3y" + 12у' — 10y =0. 

879. y'Y -F Sy" + 18/" + 34y + 20y ==0. 
880. у -- 7у"" + 19у” + 234" + 10g ==0. 
881. yN +11y+4Ly"+61y +30y=0. 
882. yY + 3y'Y — 5y” — 15y” + Ay + 12y 
883. y” +7y!" +33y/" + 88y” + 12207 + 60y — 0. 


¿Para qué valores de а será estable la solución nula 
de las siguientes ecuaciones? 


884. y” +24" +ay +3y=0. 


885. уу + ay” + 2y" + y + 3у =0. 
886. y + фу ај" - y у=0. 


¿Para qué valores de a, В será estable la solución nula 
de las siguientes ecuaciones? 


887. y" E ay" + Ву’ + у=0. 
888, y“ + 30777 + ау” + 207 + Ву = 0. 
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6. CRITERIO GEOMETRICO DE ESTABILIDAD 
(CRITERIO DE MIJAILOV) 


Sea dada una ecuación diferencial lineal de n-ésimo 
orden de coeficientes reales constantes 


аще ayn sss аду =0. 0] 
Su ecuación característica es: 
По) mad ad" sss +а,—0. e 


El criterio de МИЗНоу permite resolver el problema de 

la disposición de las raíces de la ecuación característica 

(2) en el plano complejo y. por consiguiente, el problema 

de la estabilidad de la solución nula de la ecuación (1). 
Haciendo 2. = (о, resulta 


į (io) = u (о) + io (w). [2] 


u (o) == à, — a, ан + ал00 — zi 
v(0) = 2,-,0 — 004 o Е 


donde 


(4) 


La magnitud /(ie), estando fijado el valor del pará- 
metro o, se puede representar en el plano complejo и, v en 
forma de un vector con el ori- 

gen en el origen de coordenadas. 


AI variar o en el intervalo 
РМ (— œ, + оо), el extremo de 
este vector describirá una curva 
2 que lleva el nombre de Mijáilov 
(fig. 35). 


Como la función u(o) es 

par, la curva de Mijáilov es 

Fig 35 simétrica con respecto del eje 

Ou, por lo cual, es suficiente 

trazar la parte de la curva que corresponde a la varia- 
ción del parámetro w desde 0 hasta + oo. 

Si el polinomio [(. de grado п, tiene m raices con la 

parte real positiva y n — m raíces Con la parte real nega- 

tiva, el ángulo de rotación q del vector /(/o), al variar о 


desde 0 hasta + со, es igual a p= (п —2m) 2. 


Está claro que para la estabilidad de la solución de la 
ecuación (1) es necesario y suficiente que sea m — 0. 
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Criterio de Mijáilov. Para que la solución nula у = 0 
de la ecuación (1) sea estable, es necesario y suficiente 
que, al variar o desde 0 hasta + со: 

1) el vector [(io) efectúe una rotación en un ángulo 


и, o sea, que dé 5 vueltas en dirección contra- 


на а la de las agujas de un reloj, 
2) el hodógrafo de f (io) no pase por el origen (0, 0). 
De aquí se deduce que, para que la solución de la ecua- 
ción (1) sea estable, es necesario que todas las raices de 
las ecuaciones 


u(0)=0, о(ој=0 
sean reales y se alternen entre si, es decir, que entre cual- 
quier par de raices de una ecuación haya una raiz de la 
otra. 


Ejemplo. Estudiar la estabilidad de la solución nula 
y == 0 de la ecuación 


JY y" Њу + уто. 
Solución. Formamos la ecuación caracteristica 
Рој мо 41. 


| (бо) = of — io? — 4o? -- го +1, 
ид) = of — 4o? + 1, 
оба) == — 60 о e(1 — e) (1 + 0). 


Se liene, 


Trazamos la curva 


(Vease la fig. 36). 


El ángulo de rotación де! radio vector q =4- 5 —(n— 
—2m)5. De aqui que n—2m = 4 y como n = 4, se 
tiene m — 0, o sea, todas las 
raices de la ecución caracte- 
rística están situadas en el 
semiplano de la izquierda, 
por lo cual, la solución tri- 
vial y=0 es asintóticamente 
estable 
plicando el criterio de 
Mijáilov, estudiar la estabi- 
lidad de la solución nula de las siguientes ecuaciones: 


889. 2y""47y"+7y' + 2y =0. 
890. y" +2y"+2y'+y=0. 
891. 2417 + 137 + 28y" + 239" + бу =0. 
892. Зуу + 1341" + 19y” + My! + 2y — 0. 
893. 2у + бу” + 9y” + бу' + 2y == 0. 
894, у Фау" + 16y” + 24y/ + 20у = 0. 
895, yY + 13 + 4377 + SL" +40y' + 12y=0. 
896. y" +y=0. 
897. y" +y"+y+y=0 
898. y" +3y + 2y"" + у" +3y' + 2y=0. 
800. gY ум e y" + у" Њу фу =. 
900. Зум + 11 + 21," + 1607 + 4y=0. 
901. P Er ум + фу + y =0. 
902. 2y + 9y” + 32у” + 547 + 20y =0. 
903, бум + 29у” + 45у” + 2407 + 4y =0. 
904. уу ~ 2 +2" +24 + 2y = 0. 
905. ум y + 30% + 207 + Ay” +24" +2у=0. 
906. yY + 2y + y" + 2y” + y 29 = 0. 
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$ 20. ECUACIONES CON UN 
PARAMETRO РЕОЏЕМО 
EN LA DERIVADA 


Sea dada la ecuación diferencial 
de р 
пр =P х0), 8), [0] 


donde e es un рагате!го. 

Si, en un recinto cerrado de variación de t, x, e, la 
Junción F(t, х, e) es continua con respecto al conjunto de 
sus argumentos y satisface а las condiciones de Lipschitz 
con respecto a x: 

РРО, хъ в) — РО, xy e) Мх xb 

donde N no depende de 1, x, e la solución de la ecuación 
(1) es una función continua de e. 

En muchos problemas de la fisica aparecen ecuaciones 
de la forma 


ON 0) 


donde e es un parámetro pequeño. 
Dividiendo por е ambos miembros de la ecuación (2), 
ésta se reduce a la forma 


=, [7] 


de donde se ve que el segundo miembro de (3) es discon- 
tinuo para e == 0, рог lo cual no se puede aplicar ya el 
teorema sobre la dependencia continua de las soluciones 
del parámetro s. 

1 problema se plantea así: ¿Cuáles son las condicio- 
nes para que se pueda despreciar el término е 45 en la 
ecuación (2), para valores pequeños de |e}, y como apro- 
ximación a la solución de la ecuación diferencial (2) se 
pueda considerar la denominada "ecuación degenerada" 


16, х)=0 (4) 
E 


Para precisar, supongamos que e > 0 y que la ecua- 
ción degenerada (4) tiene solamente una solución 


TOS 


En dependencia del comportamiento de f(t, х) en las 
proximidades de la solución x = q(t) de la ecuación (4), 
la solución x(l, e) de la ecuación diferencial (2) para 
+—0, o bien tiende a la solución x = q(£) de la ecuación 
degenerada, o bien se aleja rápidamente de ella. 

En el primer caso, la solución x == 4 (1) de la ecuación 
(4) se llama estable; en el segundo, inestable, Precisando, 
si al pasar por la gráfica de la solución x == 4(/) de la 
ecuación degenerada (4). la función f(f, x), al crecer x, 
estando fijado £, cambia el signo de + a —, la solución 
X = QI) de la ecuación degenerada cs estable y puede 
sustituir aproximadamente а la solución xt, e) de la 
ecuación (2) (fig. 37). 


Хр 190 
TE 
По ito 
UOD И 


vai 
a F 


Fig. 37 Fig. 38 


Si la función f(t, x) cambia el signo de — а +, la 
solución x = (4) de la ecuación degenerada (4) es ines- 
table y sustituir а solución xt e) de la ecuación diferen- 
cial (2) por la solución de la ecuación degenerada (4) es 
imposible (fig. 38) 

Condiciones suficientes: 

1.512000 < Q еп la solución x == q(f) de la ecua- 
ción degenerada (4), ésta es estable. 

п. Si 210-2. > 0 en la solución x 


ción degenerada (4), ésta es inestable. 
Si la ecuación degenerada (4) tiene unas cuantas so- 
luciones x = q (f) (i ++.» т), se debe estudiar la 
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ФИ) de la ecua- 


estabilidad de cada una de ellas mediante los criterios 1 
y П expuestos. 

En este caso, el comportamiento de las curvas integra- 
les de la ecuación diferencial (2) cuando e — 0 puede ser 
distinto y depende de la elección de Jas condiciones inicia- 
les (del punto inicial (fo, xo)). 

Es posible también el caso semiestable, cuando al 
pasar por la curva x = (1) la función f(t, х) no cambi 
de signo (por ejemplo, si x == q(t) es una raíz múltiple de 
orden par de la ecuación degenerada (4)). 

En este caso, para valores pequeños de e, las curvas in- 
tegrales de la ecuación (2) tienden а la curva x = p(t) 
por una parte de la misma, mientras que por la otra, se 
alejan de ella. En el primer caso, se dice que el punto 
inicial (to, xo) pertenece al campo de atracción de la solu- 
ción semiestable x == ф(1); en el segundo, que pertenece 
al campo de repulsión. 

Por regla general, en el caso semiestable no se puede 
sustituir la solución de la ecuación inicial (2) por la solu- 
ción de la ecuación degenerada (4). Se pueden indicar 
unos criterios cuando las curvas integrales de la ecuación 
(2), con una adecuada elección del punto inicial (fo, Хо), 
se aproximan а la solución х == (1) de la ecuación dege- 
nerada y se mantienen en un entorno de ella para 1 > 6. 
Pero esto es justo sólo cuando no hay perturbaciones de 
la ecuación (2). 

He aquí estos criterios. 

Supongamos que en un entorno de la solución semies- 
table л == «(/) de la ecuación degenerada (4) la función 
ЇЧ, х) 2 0. Si q'(£) > 0, las curvas integrales de la ecua- 
ción (2) que se aproximan a la curva x == q(/) no se pue- 
den corlar con esta curva y se mantienen en un entorno 
de la misma para £ > to (el punto inicial (fo, xo) tiene que 
estar situado en el campo de atracción de la solución 
semiestable x = q(t); si (fo, xo) está situado en el campo 
de repulsión, la curva integral correspondiente de la ecua- 
ción (2) se aleja rápidamente de la curva x= e(t) 
(fig. 39). Si 4'(1) < 0, las curvas integrales que se apro- 
ximan a la gráfica de la función x = (1) se cortarán con 
ésta, у por la otra parte de la curva x = q(1) se alejarán 
rápidamente de ella. Si 4’) >0 para <<! 
y q'(1) <0 para 1 > t, entonces. siendo suficientemente 
pequeño e, las curvas integrales que parten del punto 


E 


(to, xo), perteneciente al campo de atracción de la raiz 
x= (i), se mantienen próximas а la curva x= Ф(0 
para 646 « «f, 6>0; en un entorno del punto 
t= 1 éstas se cortan con la curva х = ẹ(f) y después 
se alejan de ella. 


дпр 


Fig. 39 


Si, en un entorno de la solución semiestable x == p(£); 
la función f(L, x) < 0, para que sean válidas las afirma: 
ciones expuestas hay que sustituir los signos de la deri- 
vada q' (f) por los contrarios. 


Ejemplo 1, Averiguar si la solución x == x(f, e) de la 
ecuación 


mx, (6) 


e > 0, que cumple la condición inicial x | == xo, tiende 
а la solución de la ecuación degenerada x «= f! cuando 
{> to y e= 0. 

Solución Se liene, 


1210. х) Ue 

i: йы 700 
de modo que la solución de la ecuación degenerada x = f 
es estable y, por consiguiente, la solución de la ecuación 
dada x == х(!, e), que parte de cualquier punto inicial 
(to, ха), tiende a la solución de la ecuación degenerada 
cuando e —» 0 y £ > 6 (fig. 40). 

Puede uno convencerse de esto haciendo una prueba 
directa, Resolviendo la ecuación diferencial (5) como ecua- 
ción lineal no homogénea con Ja condición inicial dada 
X himt, = хо hallamos: 


ха + eh T e зи, 
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—1«0, 


de donde directamente se observa que, siendo £ > fa, o sea, 
t—1t >0, 
x(t, e) >£ cuando е0. 


Ejemplo 2. Lo mismo para la ecuación 
cert 3). 
Aquí, la ecuación degenerada r(e — 2)= 0 tiene dos so- 
luciones: 
1) x=0, 
2) х=їп?. 
Se tiene 


Qm TES =, 


de modo que la solución x=0 es estable; pera 


а. к) 
c 2+ 091.202 > 0, 


de modo que la solución x = In 2 de la еси 
rada es inestable (fig. 41). 
й 


ción degene- 


Fg dt 


Ejemplo 3. 
dx 
e$ =i. 
La ecuación degenerada (х — ()? = 0 tiene la raíz x = 1 
de segundo orden. Como en un entorno de esla raiz se 
tiene (A, x)m (x — 1)? > 0, = y q (1 > 0, la 
solución x == / cs semiestable, y si el punto (fy хэ) per- 
lenece al semiplano que está situado bajo la recta x = l 
(campo de atraccion de la raiz x = t), la curva integral 


E 


x = x(t, e) que parte del punto (fo, хо) se mantendrá рага 
t > f, en un entorno de la linea x = ( (fig. 42). 

Estudiar la estabilidad de las soluciones de las ecua- 
ciones degeneradas para las siguientes ecuaciones diferen- 
ciales: 


907. 625 =х— p 


908. e $ хи д). 


909. (Oré). 

910, e и. 

эп. e mat. 

912. eJ. коих — E— D. 
эз. их. 

91. e =х—+1. 


$ 21. METODO OPERACIONAL 
Y SU APLICACION PARA 
LA RESOLUCION 
DE ECUACIONES 
DIFERENCIALES 


1. LÀ TRANSFORMACION DE LAPLACE Y PROPIEDADES 
FUNDAMENTALES. 


EL OBJETO Y SU IMAGEN 


Se llama función-objefo una función compleja de va- 
riable real (В) que cumple las siguientes condiciones: 
1) f(t) = 0 para f < 0; 
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2) f(t) es continua junto con sus derivadas de orden 
suficientemente grande en todo el eje 1, a excepción de 
algunos puntos en los que f (f) y sus derivadas tienen dis- 
continuidades de primera especie, siendo finito el número 
de tales puntos en cada intervalo finito del eje # 

3) al aumentar f, el crecimiento del módulo de la fun- 
ción f(t) no es superior al de alguna función exponencial, 
es decir existen unos números M > 0 y sọ >0, tales que 


HO |< Ment q 


para todos los valores de t. 

El número so se llama exponente de crecimiento de la 
función f (f). Se llama imagen де la función-objeto (según 
Laplace), la función F(p) de variable compleja p = 5 + ic 
determinada por la fórmula 


Риђи (terat, e 
è 


пе Кер > so, donde зе es el exponente de crecimiento 
e КО. 
Та condición (1) garantiza la existencia de la inte- 
gral (2) 

La transformación (2), que hace corresponder a cada 
función-objeto f(£) su función-imagen F(p), se Пата 
transjormación de Laplace, lo cual se anota escribiendo: 


10 = F (p). 


Subsiste el siguiente teorema: 
Si f(t) == F(p), en cualquiera de sus puntos de conti- 
nuidad la función f (f) se determina así: 


ыз 
Где | “Fw 0) 
donde d 
аце aro 
| "(фар lim f e”F(p)dp 
atio +. y 


(la fórmula (3) se denomina fórmula de inversión para la 
transformación de Laplace). 
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE 


1. Propiedad lineal. Рага cualesquiera constantes com- 
plejas а у В, se tiene 


af (0) + ва (0 =aF (p) + BG (p) (4) 


(aquí у a continuación se supondrá que [(/) F(p), 
git (p). 

||. Teorema de semejanza. Para cualquier constante 
a0 


Han z F(£). © 

11, Derivación de la función-objeto. Si ['(f) es una 
función-objeto, se tiene 

PO = pF() — 10). +) ө 


Generalización Si [() tiene derivadas conti- 
nuas hasta el orden n en (0, + oc) siendo јео) función- 
objeto, se tiene 


Т че p'F (p) — рт (0) — р" (0) —... — 1770). (7) 
IV. La derivación de la imagen es equivalente a la 


multiplicación de la función-objelo por el argumento to- 
mado con el signo menos, es decir, 


F' (p) = — tf (0). (8) 
Generalización. 
FP (p) e (IP E (0. (9) 


V. La integración de la [unción-objeto se reduce а la 
división de la imagen por p: 


: 
[бат ER ao) 
è 


tir ión, 1 i el signific ай 
эшеме) CEN P TE De mismo шой. Ёк 


al б, abreviaciones de los limites a Jo derecha corres- 
pondientes, (Nota del 7.) 
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VI. La integración de la imagen es equivalente a la 
división de la función-objeto por (: 


[fap 50. ш) 
; 


(se supone qne la integral f F(p)dp es convergente). 
УП. Teorema de la tardanza. Para cualquier número 
posítivo т, se tiene: 
НЕ т) e="F (р). (12) 
VIII, Teorema del desplazamiento (multiplicación de 


la función-objeto por una función exponencial). Para cual- 
quier número complejo л, se tiene 


efe Е — 2). (13) 
IX. Teorema del producto (E. Borel). El producto de 


dos imágenes F(p) y G(p) es también una lunción-ima- 
gen, siendo 


р 
F(pG(pes | 10) 0—7) dr. (м) 
P 


La integral que figura en el segundo miembro de (14) 
lleva el nombre de convolución de las funciones (factores) 
КО y g(t) y se denota рог 


A 
(е [ 1926 — 94, 
è 


El teorema 1X afirma que la multiplicación de las imá- 
genes es equivalente a la convolución de las funciones- 


objeto: 
Рр) О (р) == («g. (15) 


X. Teorema de la imagen racional. Para que la imagen 
F(p) sea una función racional es necesario y suficiente 
que la función-objeto f(t) sea una combinación lineal de 
funciones de la forma f"e*t (m es un número entero no ne- 
gativo, à es complejo). 
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XI. Cálculo de ia junción-objeto cuando la imagen es 
una fracción racional. Supongamos que F(p) es una frac- 
ción racional propia, cuya descomposición en fracciones 
simples es: 


^ 
к= XY y. (6) 
TA 
donde М», y p, son unos números complejos. Entonces, 
e pl 
пољу Y e en 
ra 


gri una función-objeto cuya imagen cs la función F(p). 
En particular, si todos los polos de F(p) son simples, se 
tiene: 


Io Ў Me™, (8) 
donde M, = Res F (p). 
> 


Si Ре es шпа fracción racional, siendo el 


grado del polinomio A(p) menor que el del polinomio 
(p) la función-objeto correspondiente a F(p) es: 


бы ГЕ" " 
fO У yy #т RT (Р) — ре”, a9 


donde p, son los polos de F(p), my son sus órdenes de 
multiplicidad y la suma se extiende a todos los polos. 

En particular, si todos los polos de F(p) son simples, 
la fórmula (19) se simplifica y toma la forma 


Абра) oops 
ог Ў ғ) ё СА (20) 
Ejemplos: 
1. Hallar la imagen de la función unidad de Heaviside 
(función salto unidad) n (£) (fig. 43): 
0 para !<0 
з0=(1 para г> 0. en 


т? 


Solución. Según (2) y (21), si tiene: 


ni) = [ estat [ета 
à 


Así, pues, 
ne i. e) 


2. Hallar la imagen de la función “escalera regular” 
(fig. 44). 
c 


|. 


ти 


Г Pa 


Fig. 43 Fig 44 


Solución. Se tiene f(t) = afn(f) E m(t х) + 
+n(t— 20) 4- <- J. Por el teorema de la tardanza, resulta 


LR 
Кожа" + ...). 

La expresión entre paréntesis es una progresión geomé- 
trica con la razón q == eP", Como || =|е “| e < 1. 
ésta es convergente y obtenemos 


Нд 


3. Hallar la imagen de la función /(f) = еч, donde А 
es un número complejo arbitrario. 
Solución. 


ем == f смени = [ eoim Ly 
; E 
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si Re(p—2)>0, o sea, si Кер > Кел. Así, pues, 
i 
ере (23) 
En particular, si 2=1, se tiene 
1 
és 


y ss —L, 


4. Hallar la imagen de la función f (0) &ch/. 
" 


Solución. Se tiene chí = " 


? 
Aplicando la propiedad lineal y los resultados del pá- 
rralo anterior, resulta 


(1+ т) у^ 8 (24) 


5. Hallar la imagen de la función f(1)= sen at cos pl. 
Solución. Como sen al -cosp = [зеп (а + p)t + 


+ sen (а — f) t], el problema se reduce a hallar la imagen 
de la función sen of. 


Se tiene, 
зеп ө! == gy (e — ете) 
О Li ә 
ыы) фи. 09 
por lo cual, 


senatcosbi [Er]. 


y después de unas transformaciones elementales, resulta 
definitivamente: 


senat соз 4 ce ERE gg - 


6. Hallar la función-objeto sabiendo que la imagen es 


i 
Ро) EFF 
24 


Solución. 17 método. Aplicando el teorema del pro- 
ducto y la fórmula seni, se tiene 


П 
PET 
i 


А 
PF u^ [nci - 96 


=з] [cos (2r — ) — cost] de = + (sent — 1 соз). 


2° método. Se sabe que ѕепі == т. Por la fórmula 
de derivación de la imagen (8), tenemos: 
e a 2p 
= ом (т) = та 


De aqui, aplicando la fórmula (10) de integración de la 
función-objeto, resulta definitivamente 


1 1 1 
тат ij tsent dt = 3 (sent — cost). 
3er método. Segin la fórmula (19), 


ie 
ъа dp 
їб= „+! cite 


donde la suma se extiende a todos ке polos de la función 
(gun. teniendo en cuenta sus órdenes de multiplici- 


En el caso considerado, los polos son: p, = & p = —& 
ambos de segundo orden, es decir, m <= 2 y па == 2, de 
modo sm 


је CET yin An z [s szl- 


tim 0н ti 0001-2 
TN LEX EI: Ad 


Por seee 


(sent — соз). 


10 = Res пат = 21 i 


T ET +Res 


7. Hallar la función-objeto sabiendo que la imagen es 


1 
Р PET 


Solución. Descomponemos F(p) еп fracciones 
simples: 


p Ран! rd 
Рр= аи yu 
2-2 

= ву ет 


Haliando la función-objeto para cada sumando, obtenemos: 


m 


А 
HO de — 310 + Lol — dort Lees 78 + 


HL sen 
8. Hallar la función-objeto, si la imagen es: 


22+3 
E 


Solución, 1" método. Descomponemos F(p) en 
fracciones simples: 


Hallando la función-objelo para cada sumando, obte- 
nemos: 


1-е pe. 


2° método. Apliquemos la fórmula (20). 
Como los polos de la función F(p) 


ра==б, p==l, p=-3, 
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son simples y 
А(р)==5р +3, В(р)=р +40 + 3p, 


8'(р)=3р + 8p +3, 
se tiene 


=> 25 ep E e — "= 


La, 
-1e€*. 


7 

En los siguientes ejercicios hay que hallar la imagen 
de la función-objeto dada: 

915. 8— 2142, 

916. ? 4- A? + At. 

917. ((— 29 40— 2). 

918. te=% 

919. (t 4- 2) te. 

920. ch? at. 

921. ((— Пете 1) 

922. еч sen fl, 

928. е“ cos 3/ cos 4t. 

924, e* asen (t — a) n(t— а). 


925. e sen (14). 
926. e“ cos(t +p), B>0. 


sent 
927. ==. 


A 


929. sen 5! sen 27. 
930. sen? 21, 

931. icht. 

932. { sent. 

933. cos 2! cos 4f. 
934. сов? 4f. 
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En los siguentes ejercicios están dadas las imágenes 
y hay que hallar las funciones-objeto correspondientes: 


PES i 
95. EFS > 
936. Ela es una con- 945, BET., 
stante). Ри 
Рај 
986. ry 


р\ + 9р? + 27р + 25 
Mm Прето. 


3р +19 21р +5 
MILII MB. TU. 


1 
METE 
1 
MEDIE 
35! —2Y 3p 
942. Зе 


1 
Mr 


2 ECUACIONES LINEALES DE COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea dada una ecuación diferencial lineal de segundo 
orden de coeficientes constantes 

x" (0 + ax’ @ + ах (0 = 10, (i) 
y las condiciones iniciales x(0) == xo, Х'(0) == xı. 

Se supondrá que la función /(1) y la solución x(t) 
junto con sus derivadas hasta el segundo orden son fun- 
ciones-objeto. Hagamos las nolaciones: 

х(ђе Х(р), FO F(p). 

Para la ecuación (1) y las condiciones iniciales (2), 

la ecuación operacional tendrá la forma 
(P+ ар+ о) Хр) = Р(р) + хор а) + х. (3) 


Resolviendo la ecuación (3), hallamos la solución оре- 
нен Е (р) + хо(р + а) + 
+ 
Loe тара Ф 
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Hallando la función-objeto para X(p), obtenemos la 
solución de la ecuación (1) que cumple las condiciones 
iniciales (2). 

Análogamente se puede resolver cualquier ecuación de 
n-ésimo orden de coeficientes constantes con las condicio- 
nes iniciales para 1 = 0. 

Ejemplo 1. Resolver la ecuación 


хи 4х4, x(0)=0, (0=2 


Solución. Como diy como, por la condición, 
xo =x(0)=0 x = х'(0) == 2, la ecuación operacional 
tendrá la forma 


W= Sp xi = 42. 


De aquí, hallamos ta solución operacional 
PERI 
ХО — yrs 


Descomponemos el segundo miembro en fracciones sim- 
ples: 


П 
ХТ. 


Pasando а la función-objeto, obtenemos la solución bus- 
cada: 
0 =1-2e 4- et. 


Ejemplo 2. Resolver la ecuación 


X" Ax! 4х 8e, x(0=1, х'(0}=з1. 
Solución. Como EET: y segün la condi- 
ción xo = x, == 1, la ccuación operacional tendrá la forma 


(ара хте pA 


y, por consiguiente, la solución operacional será: 


LESE] 


Хо = a 


29 


Descomponiendo el segundo miembro en fracciones sim- 
ples tendremos: 
Xi) mo тре t 
E Круз: 


Pasando a la función-objeto, obtenemos la solución del 
problema planteado: 


v (t) = 4Ве- + 3e7?t + 0%, 

Resolver las siguientes ecuaciones: 

951. х' +3x=0"", x(0)=0. 

982. Ie — 38 + 36 + + 1, s) 

953. y —x=cos(—sent, x(0)=0, 

954. x'+x=2sent, x(0)—0. 

955. 2x --6x fe, x (0) = — T 

956. x” 4- 4i 3r х(0)=3, 10) =-2 

907. х”—2у/+2х=1, ку, x0) 0. 

958, х" — 5x' + 6х == 12, x(0)—2, x'(0)—0. 

959. i^a LO, x(0)=0, 00) 


960. 26 160, 0) 0) т. 
961. x" 3v -E2rm 20 + 1, ка, уде —3. 
962. 07 — 27 — За — 3 + 71 + 38, (0) х'(0) == —1. 
963. х” —7у/ = — (14045), ж0)-=2, x (0) —8. 
964. i" E265, х(0)=0, ха. 

985. s^ per mt, хо, 0) — e. 

906. x^ x24, ку, к). 
987. 7x” + Mx (2 Te, x(0)=2, х'(0) = 


968. x” — 4x' + ах = — ђе, x(0)0, 1 (0) = 1. 


989. 4x" — Ax хее, x())e —2, x^ (0) 0. 
23 


970. 
9n. 


972. 
973. 
974. 


975. 
916. 


977. 
978. 


979. 


980. 
981. 


982. 


983. 
984. 


а SISTEMAS 


x" 3х + 2x — o7! + 278, х(0) 
x" — x! — 6x == без + 20%, x (0) = 0, x^ (0) 


x op Ax" p Ax m Pet, x (0) = х (0) = 
x" — х' е 2 sent, x(0) 22, x'(0) 0. 
х” + 9 == 1800531, x(0)=0, x'(0)—9. 


Y p а == 4 cost — y sent, х(0) = 0, s^) =p. 
хе 2 + ду =tcost х0) р. 000) =0. 


x (0) = —3. 
z 
5 


Y — 2k + lOr=cos3h x(0)=1, x0) ук. 


x" — Ax! + Sx == 2e?! (sent + cos), x (0) = 1, 
x' (0) 2. 
x" — x" == 0, x(0) == 1, x (0) =3, x" (0) 2. 


x" — Av e M, x(0) 0, Ф-Т, х (0) 0. 
x"! dp x" — Фу == Бе, x (0) 0, x^ (0) = 1, 

x^ (0) 2. 

х'+х=в V2 вел (е). x(0)=0, х'(0)  —4. 
x de 2 cost t, 0 (0) e 0, x (0) ==0. 

v^ y^ == 1, x(0)=0, х7 (0) == 1. 


Е ECUACIONES DIFERENCIALES LI. 


АЗ 


Supongamos que se necesita hallar la solución de un 


sistema 


ficientes constantes 


de dos ecuaciones diferenciales lineales de coe- 
de 
Е ах by +10 | 
D) 
Ж =ах+ш+ҺФ, 
que cumple las condiciones iniciales 
хе оО © 


ЕП 


Consideremos las imágenes de las functiones incógnitas, 
de sus derivadas y de las funciones fi (f), fa(£): 


=X(p, У = У (р): 
X (р) — хь YO = pY (р) — yo 
А, (р), АТЫ 


y formemos el sistema operacional 


DX (p) aX (р) + БУ (p) + Р, Ds o 
PY (p) = aX (р) + У (р) + Р. (р) + yo |“ 


Este ез un sistema algebraico lineal de dos ecuaciones 
con dos incógnitas X(p) e Y(p). Resolviéndolo, se halla 
X(p) e Y(p), y pasando luego a las funciones-objeto se 
obtiene la solución x(1), y(£) del sistema (1) que cumple 
las condiciones iniciales (2). Análogamente se resuelven 

з sistemas lineales de la forma: 


dj on 
= У amm аи = const; 
жч = виђа оф 
PEE 
Ejemplo. Hallar la solución del sistema 
dx 
Жз — ти +у +5 
Ж — ди — бу – 37. 
que cumple la condición inicial (0) = 0, g (0) = 0. 
Solución. Como 54-2, — 3704 — y ҳо yo=0, 
el sistema operacional tendrá la forma 
РА (р) = —7Х(р)++ Ү()+% 


pr (p) — ?Х (p —57 (9) — 5 
Resolviéndolo, resulta 


бр 259 — 37 — р 289 


ХО) = тор CIO RA" 


22 


Descomponemos los segundos miembros en fracciones 
simples 


x= = е5 
EE 
7 +5 
| Yo) = рг 718 P 
o bien 
1 t +6 
OT 
füjel- A а 
Dm T Г РОГ. 


Pasando a las funciones-objeto se obtiene la solución 
buscada: 


х0) e 1 — e cost } 
#@) == 1 — 71 — e cos t +e- sent J^ 


En los siguientes ejercicios hay que resolver los sis- 
temas de ecuaciones por el método operacional: 


dx 
ао 
985. 


$ (0) = 2, y(0)=0. 
ах х (0) y(0) 


5 х 20=0 7 
986. • x(0)=y(0)=1. 
Fr у= y (0) 
dx 
жее 
21049 


dx 
Le pay at 
[d 


987. |. x(0)=y(0)=1. 


x(0)—2, y(0)=3. 
Lam 


de 
др = ње 


989. |. x(0)=y(0)=1. 


руке 


E 


990. 


992. 


993. 


994. 


995. 


997. 


dx dy 
ars +e 


Ws ү x (0) == y (0) == 
22 + +20 = cost 
de 
F= 
а 
„= х ћи |. x(0)=1, y(0)=2, 2(0)=3. 
de ` 
==: +2 
de 
a = +2 
d; 
$=: + 5(0)=5, y(0)=0, г(0)=4. 
42 
= 


di 4 
Е id) 


„+ +х+:—0 mt, 
2(0)=-2, 
A-2420 А 
d 4i 
E REA NE 0) =y(09= 
LEE E] iiir 
d 


LE ех 4р | x(0)=2, у(бу=0, 
` roe - ys, y YE 


dix, d 
At =е—х | x()—1, y(0)=0, 
а б “= Вы 
pads x (0)=2, y) —1. 


Ета 
d y x(0)=y(0)=x (0) 
3 —ar—3y=-3 , ае 


ки +1 


998. 


Е · х0) =4(0)=0, 


"m 58 
х= 
а 

Ay но 


4 


x *@=?, 40) —3. 
— 


RESPUESTAS 


88. Si. 34. Мо, 35. Si 36. No. 37. Si. 38, Si. 39. No. 


40. Véase la fig. 45. ав, Véase la fig 
41. Véase la fig. 46. 47. Véase la Mig 
42, Véase la lig. 47. 48. Vénse lo lig. 
43. Véase la fig. 48. 49. Véase la ig. 
49. Véase la fig. 49. 50. Véase la [ig 
45. Véase la lig. 50. 51. Véase lo fig. 


ГА 


au под ка | 


fip. 45 
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в. 239. LU 
a 


= s 
wc = +. №, вые nmi eb o= 
ЕО o иона y (a 
-reees-$s-4e am и (9) 
тй 2+ пех, 81. пору Cay) 82. Рау) C. 
зз. До ТЕ =c. 8. ylginCa 


в. ИТЕ Ури С. 8 ИГ Tm; yl 
87. еб С(1— 278). 88. раи. 89, qa С. 90. 14 em 


сбн) н. пъ а рх ва резе 


— в ИЯ вору с. өз. (2—2 + 2) (P + 1) crt С. 
Moa (Ур + 95. b (ах + by + C) c a = Се, 


96 фу та (С + E). 97, c4 | 95. Barr гы 
Б e asf 2) а TTT AE] 
- +0. А mr TI 
пута C ® 20и autc. 100. rare 


[md 100, де — па 20р хуа C. оз. E 
+ Ер 
-apartir Sec. 104, дна (EET ү ep 


[ELTE =mpr + 
+C myi, реп 1) 105. уне С-и] 
a parai к ié; се 
106. 228 + einge Dtm C: као. ш. me 
ш, уау. 100 | |с 2а, 
уто (k=), 21,22...) по. y =3y gu 20% 
tl, y E Lot, 
ш. иаа, y= оа) 112. Че, 
è 
de 3 
0= 078.10 епз. 114. m T ui" 


n 


dv in 10 4 
ns. qmm tn па un Spet- T 


T2348 (|) У = бота, ив, у а; у= er^ п. Las, 
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‹ 
"m 
25.25. 120. 18,1 ар Ge 


ciente de proporcionalidad. 121. 5,2 kg; {== ы-ы -i 


122. xy C, (C 40) 128. 082 kg; S más (а 46). 1. 32,2 min. 


125. T= s 864000 c mE donde Q = const. 128. y =0, 
para a<1 la solución es única. 130. go n l)e 


+ ба, #1, 52%..) 181. gm C. 182 узе (LIP (rare sens + 
УТ) + лах + С, (n-0 x12.) 133. уже + С, 
dM. уза A ii ЦА ad 


186. у= rarctgx m pln (1 de) + лак + С, (10, 41,22...) 


T 1 & . 
137. у = аге — –— | + бл. 138. у = ЧЕЗ +3 
vemm (4 B эа (+) em 


m. замен ( Ва н. ym parete (умети 

AL уд. ME gl Ма. ул 144. у rcg don 

S iz мв. Cym Ch и mo 
А 


му Инис ME (и 2a) = C (y А 

мө. Сц х [P Cre". +V Tie 
FINT. 

„ом 07 5. 152. jy? + Зеху + Sbx'g + ax = C. 


163. m Су. MM. у 


in Cy? 155. ERA 

Ci y нё. (DE С. анс, 

ш. урин ма. VEN Pla Син 

181. arctg (еј ln с. 
Br 

С. Wh (y hee aC ii 

ГРАН а ш ас 


166. (xu — + 2х = С. sen x + 2y 1] у| Су = 0. 


168, х= Се ~ *. 169. CUIT gy + 208. 170. ye! =c: 
хот = Ст. p + — 5+4). 173, Parábola 


160. y (xy — 1 == C. 
пез, hy + CET) 


1 " 
- T) ms trece 


me р Сет (080) т. yec VPF ia 
178. y=Cinx + х. 179. у= С V [Aa 180. у СКХ +, 
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асс 1а. yl (cs 


CR IRE оне Cem, 
А — 
183. у= (024 С) е" 184. th +1. 185. y 267999. 


sena 186. р Сах ЊИХ 187. P — Ch + 
E 
188. у—сИх KV XT w. Тито Г. 


190. у= e 4 Се. 191. у= cos + Ск 198 Ln C 


19. 2 e i-i Ср 14. росли + арт 
1 ЕЕ. Ш. и 
190, rial rr OU 5 += 
1 i x yi П 
а (с Гра ниг 
m yizzl p CCS BIETER +»). 


LII 200. y! dett ++ gt С. 


а, Е Я 
ат. хуни С. ав, уши m. ушт. 


204. зеп учех Ce" *. 205. 1g facerme. 208. y G1)" (Сфе"). 
а 
207. нс 7 208. аи (св) е" 209. y = sen x. 


210, рео VF. 20. y 2 002, y SEE, з, ут 258, 


214. y= arc tg 28. рее Бов. 28. ух” 
TARA 218, Pay + у = С. 29. КИ + 


+inlayi+ = С. 220. пићу + = C тт. eye may. 


ш. МК ЁТЕ шс m o RO 


эм. TED уро. m& VIP С. 
226. кеп у — усоз х + [а] ер] =-С. 227. tg ey — cos x — cos y =C. 
28. у=» 229. sen (ях + my) + cos (mx + ny) = C. 


230. arc sen УИ ис +е = с. Bl. sendos + 


HxC. 238, (x? + y)? + ар) = С. 233. 14 IRC 


7 
Ñ 
MEA ње 


эм. y 2 Cn. 


вис. ва ус вт 
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amilasa li ec am. 
239. күзгү PL вере 240. gx (ln 1) = Ca? 
ml 

La - пр Сах ұн 
Рау ay вт. Mà dg Cm y 
"ise за. m 245, (y — C) == 4Cx. 
240. y= C} =a. 7. пп Су тих 223, у= 0. 248. xy m C, куне С, 
249. у тежа њене 250. y= RC уе — C 


-4 РЈ РЈ 
251.46 AO a јр +С, ут TEC уси, 


ILL 


-e 
dct fap] ш E 
әй E 
'=ъ; 
"PELLI } аня Eos 
" gem Coe pil + sen p) +- соз p Cro 
mr armen 
ымен 258. сара! +) 
yola КА 
х=е+С ) 
8. iym 
5e papon ЈУ i 
sace’ +; 
и mr 
261. y C = (VIE + are sen VF). о-ва 


(еее) вс 


иш. 28. 
NET 
о 
х2 ЕН reete 
204, а -« 
i. 


аи) 


z=p4 senp || 


HS сте psenp+ cosp 
Peron а) Caida 
3 ‚ют. 
y=p+ p osp у= Ср р 
MN NP 
је ЕР x=2(1— p) + Сет? 
208. p р ‚260. 2(1 a ) 
mp2 и (20-р) +c + р) рт 
С cp зар PET 
5 Ў 2p* (p — 1) | 


dy ай, ПА. ym — 
(о + 1)? = 4x. 276. у= Cx + aV TE С x! + gh mats 277, ym Сх+ 
i E а с 
TEC а 3 
270. xm 280. х? фу 281. уфху но. 
282. эл + y egy! mO. 283. ху m y In y. 284, Y +y—xy + уто. 
A e 187. у" 
288. ИО. 280. ИИ) dd 
201. уто 202. у— Lx mb, 6>0. 293. xt ny! С, 
204. 2x -F ay! = C. 295. sen ym be^", 296. у = 2x. 297. ху = С. 


208, у= ах, si b 2; PEU gn» PAP m. иеа 


Сх+ СА 075. y= Cr E 


aya. 08. х= Су+С5 Ang 


+ 


300. х= 301. р=С(1—езф). 302. у= Ce 
эз. уед А 34. у=@ 306. y=0, у= ууз. 308. No hay 
soluciones singulares. — 307. a=0, y=0. 308. 4у4 480, 
300. 45 == —1. 310. ym x — пр. ЗИ. No hay soluciones singula- 
res. sy. зз. y=0 у=. ЗМ. go xl 
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= 2 y 
э. = 6207. 816. ym 7. эт. + Ен 


senz, 


318, x mag! + Cy VTZA. 319. рх. 30. y= cH 


х 
x 
жез. зн. итеп + piy Cn E 
put С. 398. Бру — ep — 128 + 2 = С. 324. by + I2 — 
ой. 325. exp rm Cay ве ут. 35. у = 


= сет“ Ф (sen x — х cos x) е7. 327. (C— Inixi) (1 — xy) = 

зи. писта жива. 3m. Co T +20 х 
f 

жир хр 330. x= Cge? таифа 381, gio Crh o 

3». уш— =C ly - эз. исор. 
мэз 


A rty- iacet? 


i 
336. gecae-2)4 P. 38. (= Сл? л. 398. RC 


le. w+ y Emu [y = lg (ах + by) ++). 


эз. x4 ye" = 1+е 340. nj- =с. 341. п|2х—2у+51— 
—2(4y—2)—-C. 342. хуфох= Су. 343. + у Ce. 
ПРЕ y. PETI 2-1 
MA, — In — УЗ [n ү — | = С, 
m pihe (aros а na И) =. 
f 
PE СОТ j. sen x+ 2y 1n | y |— Су m 0. 347. 367 =m 
mC e". ма. af S C lHa). 349. tt 
а#—2. эю. VIF IY iF і + 14 
sl i VER | а Y TERI ol n TE E зи. y pe 


‚оз о-в 


жде звати 1С. PC 


нед й: с, 
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385. у= A myt 3+ с)+ 
жетс» 387. у= (E CDI x 1 Cue С 
Ci ln Je gr | 
se. roa Pet 
(GTC 


re P эмм (5 e). 


XC (202 — 1) 
зи. Сиве зн. EETA } 
— | 


Lu CELA 


ЭМ. ym Cix (x — Су) C mi +C 


NS STR ати 
зз. у= С (ле СО СО ЭБУ А | 
16 


E TA 


399. у= х. 400. у= (ИЗ) A 401. у= 


|е), 409. yu а 40. у= 


Tp E бита] | Ce Cy 40. m Ca! сус, 
: 4 


W yeH tP Gate ав, усас 


AS FONT, 


Жаат. am. МЫ еза 
T 


49. Cy! — 1 (С + Суў. ae o lo ©, © 


„| VE 


чи. ($e). 412. +С. 


сї + | 
413. 3x + С: =8 VC + У (У 7 — 20). 414. С (= С)= 
оу ут 


== (о *UV ci. as (с 4С, - СА. 
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VE—E 4 
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Gordón V. y otros 
Problemas de geometría descriptiva 


Este libro ha sido elaborado de acuerdo con el material expuesto. 
en el manual де У. O. Gordón «Curso de geometría descriptivas, 
siendo su complemento. Sin embargo, esto no excluye la posibili. 
dad de utilizar otros manuales, puesto que para comprender los 
рна de dicho libro solamente se requiere conocer las tesis 

fundamentales que debe poseer todo manual. 

Esta recopilación muestra ү utilizado para resolver pro- 
blemas tipo, que aclaran tesis i tales del curso de geometría 
ые dando soluciones detalladas de una serie de problemas. 

AÌ final del libro se encuentran las respuestas a los problemas. 
шн», Estas respuestas se dan en forma textual © gráfica, en 

eión del carácter de los problemas. 

La selección de problemas, hecha considerando su cantidad 
y contenido, garantiza el aprendizaje del material teórico del curso 
general de аза, а ало даа 

оз робота» de geomelria han sido elegidos según programas 
qu oH теу нен 
quinarias, de aparatos y mecánico-tecnológicas de los centros 
meeñanza técnica superior. 


